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REPRESENTATIONS DE DIMENSION FINIE DE
L’ALGEBRE DE CHEREDNIK RATIONNELLE

PAR CHARLOTTE DEZELEE

RESUME. —  On donne une condition nécessaire et suffisante pour ’existence de mo-
dules de dimension finie sur ’algebre de Cherednik rationnelle associée a un systeme
de racines.

ABSTRACT (Finite dimensional representations of the rational Cherednik algebra)
We give a necessary and sufficient condition for the existence of finite dimensional
modules on the rational Cherednik algebra associated to a root system.

1. Introduction et notations

Soient ag un R-espace vectoriel de dimension ¢ > 1, R C aj un systéme de
racines réduit, W le groupe de Weyl correspondant et a = C ®g ag. On note r,
la réflexion associée a la racine o et a¥ € a la coracine de . On fixe une
fonction de multiplicité k : R — C sur I'ensemble des racines, donc k(o) = ka
pour tous @ € R, w € W. Soit

P =5(a") = PP,
n>0
ou P, = S"(a*), l'algebre symétrique de a*. On pose Py = @,>1P,. Un
élément f € P peut étre identifié a la multiplication par f dans Endc(P) et
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lon fait opérer W de fagon naturelle sur P. Si 0y est le champ de vecteurs
associé & y € a on définit alors I'opérateur de Dunkl T, = T,(k) € Endc(P)
par

(a

Ty(k)zay—i—%Zka (;y>(1—ra):3y+ > ka%(l—m),

ac€R a€RTt

olt RT C R est un systéme de racines positives. On sait que T : y — T, s’étend
en un isomorphisme d’algebres de S(a) sur

S§=8k)=C[Ty:y€qd]
(cf. [7, th. 1.5] ou [5, th. 2.12]). On posera
S =T(5"(®),
de sorte que S = CPH S avec S; = B, >1Sn-

L’algebre de Cherednik rationnelle (cf. [6]), notée H(k) ou H, est la sous-
algebre de Endc(P) engendrée par les w € W, x € a* et les T}, y € a. Ces
générateurs sont liés par les relations suivantes :

1) [Tya 33] = <ya x> + % ZaER ka<ya 0¢><04V7$>7’a ;

2) wrw™ ! =w(x);

3) wTyw ™" = Ty
Rappelons [6, cor.4.4] que H vérifie un théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt
(PBW). En effet, si I'on pose pour tout n € Z

Hn = @ S{LU'P] = @ Pj’LUSi,

Jj—i=n, Jj—i=n,
weWw weWw

on a alors

H=PH, =PCWaS=SCWaP.

neEZ

Il résulte de [1, th.2.2] que pour des valeurs génériques de la fonction k,
lalgebre H(k) ne possede pas de représentation de dimension finie. L’objet de
ce travail est de chercher des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il
existe des H-modules de dimension finie et de déterminer certaines de leurs
propriétés. Les principaux résultats obtenus sont les suivants. Dans la section 4
on montre (théoreme 4.1) que tout H(k)-module irréductible de dimension finie
est isomorphe a l'unique quotient simple d’'un module de Verma généralisé
(cf. [5]) ; on en déduit a la section 5 une caractérisation des multiplicités k pour
lesquelles des H(k)-modules de dimension finie existent et une description de
ces derniers (théoréme 5.4, remarque 5.5 et proposition 5.6). La section 6 est
consacrée a des exemples, notamment le cas d'un groupe de Weyl en rang 2
y est (presque) complétement traité.
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2. Propriétés de 'H

On définit [2, p. 144] une forme bilinéaire symétrique définie positive W-in-
variante sur af (que 'on étend a a*) en posant

B'(x,2) =) (a",2)(a", 2).
aER
On peut alors identifier a* & a via z — B(z), ou B(z) est caractérisé par
B*(z,z) = (B(x), 2).

Ainsi B est un isomorphisme W-linéaire et 1’on a

LB (@ a)a”, (B(), B~ ) = {y.3),

pour tous a € R et (x,y) € a* x a. On en déduit que

Zka<y,o¢ Y mra—Zk (a",B™ (y))ra-

aER aER

B(a) =

En utilisant cette relation on montre que 'on peut définir un anti-automor-
phisme involutif ¢ de H par

o(@) =Tpw), o(T,)=B"'(y), o(w)=w",

pour tous x € a*, y € a, w € W. On peut aussi définir un automorphisme ¢
de H (d’ordre 4) en posant

¢(x) = —Tpu), ¢(T,) =B '(y), ow)=w.

On remarquera que ¢ et o échangent H,, et H_,, pour tout n € Z.

Une application bilinéaire sur H. — Grace a PBW, il vient :
H=CW & (P+H + HS,).
On peut donc définir la projection 7 : H — CW parallelement a Py H + HS. .
Comme W laisse stables P, et S;, m est un morphisme de W-modules pour
Paction par multiplication & gauche, ou a droite de W, i.e. m(wh) = wr(h) et
m(hw) = w(h)w, h € H, w € W ; observons également que 7(c(h)) = o(n(h)).
Définissons une application bilinéaire 5 : H x H — CW par
Va,be M, pB(a,b) =m(c(a)b).

Les assertions du lemme suivant résultent de calculs immédiats.

LEMME 2.1. — On a, pour tous a,b,h € H et w,s € W :
1) Bla,b) = o(B(b,a)) ;
R(B)={acH:VbeH, B(a,b)=0}={acH:VbeH, B(ba)=0};
Baw,bs) = w=1B(a,b)s (on dira que 3 est o-linéaire) ;
B(ha,b) = B(a,c(h)b) (on dira que (B est o-symétrique) ;
R(B) contient HS+ et o(HSy) = P+ H.
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On a HoHm C Hpym et il découle de PBW que H, C P H + HS+
lorsque p # 0; on en déduit que, pour tous m # n,
B(Hum, Hn) = 7(0(Hm)Hn) = 7(H-mHn) C 7(Hp—m) = 0.
Comme H = (PRQCW)BHS, on peut considérer 5 comme une application
bilinéaire o-symétrique sur H/HS+ ~ P ® CW en posant :
Vp,q €P, Vw,s €CW, Bp@w,q®s)=0c(w)3(p,q)s.

On remarquera que 5(P, @ CW, P,, QCW) = 0 si n # m. Donc [ est déterminée
par ses restrictions aux espaces vectoriels de dimension finie P,, @ CW.

Equivalence de catégories. — Soit 7 : W — {£1} une représentation de
dimension 1. Définissons une fonction de multiplicité k7™ : R — C par

k(o) = 7(rq)ka-

Il résulte des relations 1), 2), 3) entre les générateurs de H(k) (cf. §1) que 'on
peut définir un morphisme d’algebre €, : H(k) — H (k™) en posant

e(x) =z, € (Ty(k)) =Ty(k"), er(w)=7(ww

pour tous x € a*, y € a, w € W. Il est clair que €, est un isomorphisme dont
on notera encore €, 'inverse. Si M est un H(k™)-module, on peut alors définir
un H(k)-module M€ en munissant le C-espace vectoriel de 'action

h-v=¢€;(h)v pour tous h € H(k), v € M.

On en déduit ainsi une équivalence de catégories, M — M€, entre H(k")-mod
et H(k)-mod (on a Hom(M*, N¢*) = Hom(M, N)).

REMARQUE 2.2. — Si V est un W-module on notera également V¢ le W-
module obtenu en munissant le C-espace vectoriel V' de action w-v = €, (w)v.
Le W-module V¢ est alors isomorphe a V ®@cw V-, ou V- désigne un W-module
irréductible de type 7 ; en particulier si V,, est un W-module irréductible de type
X alors V7 est un W-module irréductible de type x @ 7.

On note sgn le caractere w — det(w) de W C GL(a).
La construction précédente s’applique & 7 = sgn et (pour simplifier) on po-

sera € = €ggn. Le foncteur M +— M* établit donc une équivalence de catégories
entre H(—k)-mod et H(k)-mod.

3. Modules de Verma sur ‘H

On note W I’ensemble des caracteres irréductibles de W. Tout H-module M
étant un W-module, il se décompose en M = @M [x] ot M [x] est la composante
isotypique de type x de M. Soient x € W”" et V,, un W-module irréductible
de type x. Rappelons la définition d’'un module de Verma de plus bas poids x
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introduite dans [5, (25)]. On munit V,, d’une structure de S ® CW-module en
posant &4 -V, = 0.

DEFINITION 3.1. — On appelle module de Verma de plus bas poids x, noté
M(x) = M(x, k), le module induit par V, de S CW a H :

M(x) = ind?@CW(Vx) =H Qsgcw Vi-

Il résulte de H = P @ CW @ HS1 que M(x) s’identifie & P ® V, comme
‘P-module. Les propriétés énoncées dans la proposition qui suit découlent de [5,
2.5]. Rappelons que P posséde une structure naturelle de H-module.

PROPOSITION 3.2. — (a) Si x = triv est le caractére trivial, M (triv) s’identi-
fie au H-module P.
(b) Siwv, € Vi \ {0} et I, est Uannulateur de v, dans CW, on a
M(x) ~H vy ~H/(HS+ + HI,).
(¢) Tout sous-module M de M(x) est gradué : M = @®,>oM, ou M, =
(Pn @ Vi) N M (cf. [5, prop. 2.27]). -
(d) Un sous-module M de M(x) est propre si et seulement si M NV, = 0.
(e) M(x) admet un unique sous-module maximal, et donc un unique quotient
simple que l'on note L(x) = L(x, k).
(f) Soit V- un H-module engendré par v tel que CW -v ~V, et S;-v=0.

1l existe alors un morphisme surjectif de H-modules M(x) — V ; si V est
irréductible on a V =~ L(x). O

Signalons le corollaire :

COROLLAIRE 3.3. — Soit T une représentation de dimension 1 de W. Il existe
un isomorphisme naturel de H(k)-modules

M(x, k) ~ M(x @7 k7).
Démonstration. — On applique le (b) la proposition précédente, dont on
adopte les notations. Remarquons que si J est un idéal a gauche de H(k™)

et M = H(k™)/J, alors M est isomorphe au H(k)-module H(k)/e,(J). Le
corollaire découle de cette remarque appliquée a

J = HE)S4 (k) + HE™) Lyer-

En effet, fixons 'annulateur I, d'un élément non nul de Vg, ; alors, I, =
€-(Iyer) est Vannulateur de ce méme élément dans V,, = V7 .. Donc

X®T*
er(J) = H(k)S+ (k) + H(k) Iy,
d’ou le résultat voulu. O
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