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PROLONGEMENTS ANALYTIQUES D’UNE CLASSE DE
FONCTIONS ZETA DES HAUTEURS ET
APPLICATIONS

PAR D. ESSOUABRI

RESUME. —  Nous montrons dans la premieére partie ’existence d’un prolongement
méromorphe a tout le plan compleze C et explicitons les propriétés et quelques consé-
quences, d’une large classe de séries zéta des hauteurs associées a ’espace projectif
P,(Q) (n > 1). Nous montrons dans la deuxiéme partie que, dans le cas du plan
projectif éclaté en un point sur Q, les fonctions zéta de hauteur associées aux fibrés
en droite dont les classes sont & 'intérieur du cone des diviseurs effectifs possedent
des prolongements méromorphes a tout le plan complere C. Comme conséquence, ce
résultat permet de redémontrer la conjecture de Manin dans ce cas mais avec un
meilleur terme d’erreur que ceux connus. Il permet surtout de déterminer, le second
terme en log B apparaissant dans la conjecture de Manin.

ABSTRACT (Analytic continuation of a class of zeta functions of heights)

In the first part of this paper, we prove that a large class of zeta functions as-
sociated to the projective space P, (Q), (n > 1), have meromorphic continuations to
the whole complex plane C satisfying suitable properties and give some arithmetical
consequences. In the second part, we prove that the height zeta functions associated
to metrized line bundles on the projective plan blown up at a point, have meromorphic
continuations to the whole complex plane C with moderate growth and give a set of
candidate poles. As an application, we give a new proof of Manin’s conjecture in this
case, we calculate the second term and improve its error term.
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1. Introduction, description du probléme et notations

1.1. Introduction générale. — Soit X une variété algébrique projective
sur un corps de nombre k. On associe a tout fibré en droite £ muni d’une
métrique, une fonction hauteur Hy : X (k) — R% (voir [1], [7], [16], [14]). La
conjecture de Manin raffinée par Peyre, Batyrev et Tschinkel, prédit que si
la classe L = [£] de £ dans Pic(X) est contenue dans U'intérieur du céne des
diviseurs effectifs (i.e. le cone engendré par les classes des fibrés en droites £
vérifiant I'( X, £) # {0}), il existe alors un ouvert Zariski dense U de X et des
constantes a(L), b(L) et O(U, L) strictement positives, tels que lorsque B tend
vers +00,
N(U,L,B):= {M € X(k) | H(M) < B}
a(L b(L)-1
_u.L)B (1) (log B)*(X) (14 o1)).
a(L)(b(L) = 1)!

Méme si cette conjecture est fausse en général (voir [2]), elle reste néanmoins
pertinente pour une large classe de variétés et elle a été montrée dans certains
cas (voir par exemple [3], [4], [5], [14], etc.).

La conjecture de Manin est liée via des théoremes taubériens standard, aux
propriétés analytiques des séries zéta des hauteurs

Zu(Lys)= Y HZ*(P) (s€C).
PeU(k)

Plus précisément, si on démontre que la fonction zéta s — Zy(L; s) posséde un
demi-plan de convergence et d’holomorphie de la forme {Re(s) > o,}, qu’elle
se prolonge méromorphiquement (avec croissance modérée sur les bandes ver-
ticales et o, comme seul pdle) & un demi-plan de la forme {Re(s) > o, — 0}
(6 > 0), les théoremes taubériens standard impliquent alors qu’il existe un
polynéme @ € R[X]\ {0} et une constante &' = ¢§'(0,U, L) > 0 tels que
U, L)

a(L) (b(L) — 1)!
Il est & noter que ¢’ est une fonction croissante en §. D’ou I'intérét d’avoir un
prolongement méromorphe au plus grand demi-plan possible. A DPexception de
certaines variétés de drapeaux généralisées (voir par exemple [7]) pour lesquelles
le travail repose sur la difficile théorie de Langlands, les méthodes utilisées jus-
qu’a maintenant donnent le prolongement méromorphe a un demi-plan vertical
mais pas a tout le plan complexe.

Nous montrons dans la premiere partie ’existence d’un prolongement mé-
romorphe a tout le plan complexe C et explicitons les propriétés et quelques
conséquences, d’une large classe de séries zéta des hauteurs associées a ’espace
projectif P,,(Q) (n > 1) (voir la section qui suit pour les définitions de ces
séries).

N(U, L,B) = B*“®)Q(log B) + O(B*F) =) (B — +).
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Nous montrons d’une fagon simple dans la deuxiéme partie que, dans le cas
du plan projectif éclaté en un point sur Q, les fonctions zéta de hauteur associées
aux fibrés en droite dont les classes sont a l'intérieur du cone des diviseurs
effectifs possedent des prolongements méromorphes a tout le plan complexe C
et que ces prolongements sont a croissance modérée sur les bandes verticales.
Ce résultat permet en particulier de redémontrer la conjecture de Manin dans
ce cas mais avec un meilleur terme d’erreur que ceux connus. Notre travail
permet aussi de déterminer dans ce cas, le second terme en log B apparaissant
dans la conjecture de Manin; c’est la premiere fois que ce second terme est
explicité.

Les deux hauteurs les plus connues sur P, (Q) sont définies comme suit. Pour
M= (z9:...: z,) € Py(Q) avec x; € Z et pged(zo,...,xn) = 1 (on peut
toujours se ramener & ce cas), on définit (voir [14], [13], [16]) :

(1) HY(zo:...:2y)= sup |z;| et HY(xo:...:zn)=1/22+ - +22.
0<i<n
Il est clair (voir ci-dessous par exemple) que si X désigne une variété algébrique
projective sur @Q, le choix d’une de ces deux hauteurs H sur P, (Q) détermine
une famille de hauteurs (Hz)z (£ fibré en droite au-dessus de X) sur X (Q).
Dans le cas du plan projectif éclaté en un point sur Q, nous traitons par souci
d’unité chacune des deux familles (H:)z (i = 00,2) associées aux hauteurs
classiques H; définies ci-dessus.

Il est & noter que dans le cas des espaces projectifs et du plan projectif éclaté
en un point (comme dans la majorité des cas déja résolus) les points rationnels
sont paramétrisables et les résultats doivent étre compris comme concernant
les hauteurs associées a divers fibrés en droites L.

Notons enfin que l'existence de prolongement méromorphe & tout le plan
complexe d’une fonction zéta implique 'existence d’un développement limité
de la fonction de comptage associée, mais il ne lui est pas équivalent. Il contient
beaucoup plus d’informations arithmétiques qu'un simple développement li-
mité. D’ailleurs méme dans les cas ou la conjecture est démontrée, I'existence
d’un prolongement méromorphe n’est pas assurée comme le montre le contre-
exemple du plan projectif éclaté en deux points (voir [2]).

Remerciements. — Je tiens a remercier Ph. Satgé pour ses conseils et sugges-
tions le long de ce travail. Je remercie également D. Barlet, R. de la Breteche
et E.Peyre pour leurs critiques qui ont permis d’améliorer la présentation de
la premieére version de cet article.

1.2. Description du probléme et notations

1.2.1. Cas de l’espace projectif P,,(Q) (n > 1). — Soit P, (Q) I'espace projectif
de dimension n sur Q. Sur P, (Q), on définit des hauteurs pour mesurer la taille
des points. Les deux plus connues sont HZ et HY définies par la relation (1).
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Plus généralement, on définit pour P € R[Xy, ..., X, ]| de degré d > 1, positif
sur RN\ {(0,...,0)}, et pour tout M = (zg : ... : 2,) € Py(Q) (z; € Z) :

( |0l |20 ] )Ud
pecd(zo, .. ., Tn) peed(zg, - . -, Tn) '

Hp(zg:...:xp) =

Avec ces notations, on a évidemment, Hy = Hp, ot Py = X& + -+ + X2.

Dans la suite et sauf cas de confusion, on omettra l’exposant n dans la
définition des hauteurs sur P,,(Q), on notera H; la hauteur® H? (i = 00,2 et
P € R[Xy,...,X,]). On pose aussi

Va(Q) ={M = (zg:...:3,) EPH(Q) | zg...zn #0}.
On associe des fonctions zéta aux différentes hauteurs définies ci-dessus
comme suit :

1

P = O ety P00 2
(2) MeP,(Q) MeV,(Q)
1 1
Zna(s) = —_— »a(s) = —_—
2(s) MZ Ho(M)s 72( ) Z Hy(M)s
€P.(Q) MeV,(Q)

Pour tout polynéme elliptique P € R[Xo, ..., X,] de degré d > 1 (voir la
définition 1 ci-dessous), on pose

1 1
Z roj Pa = ) Z*r0' P’ = '
ei(Pis) = D, gy Zener(P59) Hp(M)*

MeP,(Q) MeV,(Q)

En particulier,
Zn2(8) = Zproj(FPo;s) et Zy, 5(s) = Z5,5(Fo; s)
oll P()(Z'O,. ..,ZUn) = Hx”2 = x(?) +o +m121
Dans la premiere partie de ce travail, nous montrons I’existence et donnons
diverses propriétés des prolongements méromorphes a tout le plan complexe
(et pas seulement & un demi-plan) de ces fonctions zéta de hauteurs. Comme

application, nous obtenons a ’aide de théorémes taubériens classiques des dé-
veloppements limités des fonctions de comptage

Np, () (B) = #{M € P,(Q) | H(M) < B},
Nv,@)(B) = #{M € V,(Q) | H(M) < B}

ou H est une des hauteurs définies ci-dessus. En particulier, on retrouve
les déveoppements connus (voir [15], [16], [13]) dans les deux cas classiques
H =H, et H= Hs.

(1) Cela ne définit une hauteur sur I’espace projectif au sens classique que si le polynoéme est
homogene. Il s’agit donc d’une extension de terminologie
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1.2.2. Cas du plan projectif éclaté en un point. — Soit X le plan projectif
éclaté en un point Fy. On choisit les coordonnées de maniere que

Py=(0:0:1),
X(Q) = {((x ty:z), (u:v)) €Pa(Q) x P1(Q) | zv —yu = 0}.
On note :
o 7 : X — Py la projection canonique,
o E=n"YPR) le diviseur exceptionnel,
o A =77Y(D) ol D est une droite projective quelconque de P, ne contenant
pas Py.
On pose U = X \ E; donc U est un ouvert Zariski dense de X. Avec ces

notations le groupe de Picard de X est donné par Pic(X) = ZABZE et le cone
effectif Cegr(X) C Pic(X) @z R est donné par Ceg(X) = R4 (A — FE) ®RLE.

Soit Lgp = aA +b(A — E) € Ceg(X), t.e. a et b sont deux entiers relatifs
vérifiant a > 0 et a + b > 0. Pour tout i = 00,2 et avec les notations de la
relation (1), la hauteur définie par

H;b((x tyz), (u: v)) = (HE((QC Dy z)))a(Hll((u : v)))b

correspond a une métrique adélique associée a Ly .

Le faisceau anticanonique w)_(l = 3A — E correspond a la hauteur H§1 et
dans ce cas la conjecture de Manin prédit que

a(L)=1 et b(L)=rang Pic(V) — 1,
résultat que nous reprouvons dans cet article.

1.2.3. Notations et définition

1) Dans toute la suite les symboles
f\y,x) <y g(x) uniformément en € X et A € A,

f\y,x) = Oy(g(x)) uniformément enx € X et A € A

ont le méme sens et signifient qu’il existe A = A(y) > 0, ne dépendant ni de x
ni de A\, mais pouvant a priori dépendre des autres parametres en particulier de
y, tels qu'on ait |f()\,y,x)| < Ag(x), pour tout = € X et tout A € A. Quand
il n’y a pas d’ambiguité, on omettra le mot uniformément dans ce qui précede.

2) Le symbole f < g signifie qu’on a a la fois f < g et g < f.

3) On pose n(z,y) := z/pged(z, y) pour tout (z,y) € Z\ {(0,0)}.

4) ||lz|| = /22 + -+ + 22 désigne la norme euclidienne dans R™ pour tout
x=(x1,...,T,) € R™

5) On note |a] = a1 + -+ a, et ol = aq!...a,! pour tout a =
(a1,...,0p) € N™.

6) On pose (;) =s(s—1)---(s — k+1)/k! pour tout s € C et tout k € N.

7) On note s = o + i1 ot 0 = Re(s) et 7 = Im(s) pour s € C.
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