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SEMI-GROUPES FORTEMENT AUTOMATIQUES

by Paul Mercat

Abstract. — Dans cet article, nous introduisons la notion de semi-groupe forte-
ment automatique, qui entraîne la notion d’automaticité des semi-groupes usuelle.
On s’intéresse particulièrement aux semi-groupes de développements en base β, pour
lesquels on obtient un critère de forte automaticité.

Résumé (Strongly automatic semigroups). — In this paper, we introduce the notion
of strongly automatic semigroup, which implies the usual notion of automaticity. We
focus on semigroups of β-adics developpements, for which we obtain a criterion of
strong automaticity.

1. Introduction

1.1. Organisation de l’article. — Dans cet article, nous introduisons la notion
de semi-groupe fortement automatique, qui consiste à avoir un ensemble de
relations qui soit un langage rationnel, c’est-à-dire reconnaissable par un au-
tomate fini. On démontre que la forte automaticité entraîne l’automaticité au
sens usuel.
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Pour les semi-groupes correspondant aux développements en base β, on dé-
montre le résultat suivant :

Théorème 1.1. — Définissons un semi-groupe Γ engendré par les transfor-
mations :

x 7→ βx+ t

pout t ∈ A ⊂ C, où A est une partie finie de C, et β est un nombre complexe.

Si le nombre complexe β est transcendant, ou bien algébrique mais sans
conjugué de module 1, alors pour toute partie A ⊂ C finie, le semi-groupe Γ est
fortement automatique.

Réciproquement, si le nombre complexe β est algébrique et a au moins un
conjugué de module 1, alors il existe une partie A ⊂ C finie telle que le semi-
groupe Γ n’est pas fortement automatique.

On commencera par faire des rappels sur les automates (voir partie 2). Puis
dans la partie 3, on définira ce qu’est un semi-groupe fortement automatique,
et l’on donnera quelques propriétés. On rappellera ensuite ce qu’est un semi-
groupe automatique, et l’on montrera que les semi-groupes fortement automa-
tiques sont automatiques. On s’intéressera ensuite aux semi-groupes correspon-
dants aux développements en base β dans la partie 4 où l’on démontrera le
théorème annoncé (voir théorème 4.2 et proposition 4.15). Enfin, la partie 5 est
consacrée à des exemples, et rappelle des travaux en lien avec cet article.

Je remercie Laurent Bartholdi pour ses remarques qui ont entre autres
permis d’obtenir un exemple de semi-groupe qui soit fortement automatique
mais qui ne soit pas de présentation finie (voir proposition 4.31), et permis
de généraliser plusieurs résultats. Je remercie aussi Vincent Guirardel pour ses
nombreuses remarques pertinentes qui ont permis d’améliorer ce texte.

1.2. Motivation. — Ces notions d’automaticité et de forte automaticité four-
nissent d’une part une façon de représenter un semi-groupe infini avec une
quantité finie de données (et donc cela permet de manipuler facilement ce
semi-groupe sur ordinateur), et d’autre part donnent des informations com-
binatoires sur le semi-groupe (on obtient par exemple une asymptotique très
précise du nombre d’éléments du semi-groupe). La notion de forte automaticité
que l’on introduit, bien que plus simple que la notion d’automaticité, ne semble
pas avoir été étudiée parce-qu’elle n’est pas intéressante pour les groupes. Mais
il existe des exemples de semi-groupes fortement automatiques intéressants :
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Voici un exemple simple de semi-groupe fortement automatique. Considérons
le monoïde engendré par les trois transformations affines :


0 : x 7→ x/3,

1 : x 7→ x/3 + 1,

3 : x 7→ x/3 + 3.

Par définition, c’est l’ensemble des composées de ces trois applications (en
incluant l’identité).
Voici quelques questions que l’on peut se poser :

– Quel est l’asymptotique du nombre d’éléments pour la longueur des mots ?
– Comment peut-on déterminer si deux mots en les générateurs représen-

tent le même élément du semi-groupe ?
– Y a-t’il une façon de représenter les éléments du semi-groupes par des

mots uniques particuliers (que l’on appelera mots réduits) ?

La réponse à ces questions est donnée par la structure automatique du semi-
groupe. Celle-ci est donnée par des automates tels que l’on peut en voir sur les
figures suivantes (voir la partie 2 pour des rappels sur les automates) :

Figure 1. Automate reconnaissant un ensemble de mots réduits
du semi-groupe. Les mots réduits sont ici les mots minimaux pour

l’ordre lexicographique inverse, avec 0 < 1 < 3.

On appelle mots réduits un choix de représentants uniques pour les éléments
du semi-groupe par des mots en les générateurs. On voit sur l’automate de la
figure 1 que les mots réduits sont ici exactement les mots ne contenant pas le
mot 03.
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Figure 2. Automate reconnaissant les relations du semi-groupe.

On voit sur l’automate de la figure 2 que les relations du semi-groupe Γ

s’obtiennent toutes à partir des relations 11n0 = 03n3, par concaténation.

Exemple 1.2. — Le mot (1, 0)(1, 3)(0, 3) est reconnu par l’automate de la fig-
ure 2, et on a en effet la relation 1 ◦ 1 ◦ 0 = 0 ◦ 3 ◦ 3, puisque l’on a l’égalité

x
3

3 + 1

3
+ 1 =

x
3 +3

3 + 3

3
.

Deux mots u1...un et v1...vn en les générateurs {0, 1, 3} représentent le même
élément du semi-groupe si et seulement si le mot (u1, v1)...(un, vn) est reconnu
par l’automate de la figure 2.

L’automate de la figure 1 fournit un moyen de connaître le nombre d’éléments
du semi-groupe de longueur n donnée : celui-ci est en effet égal au nombre de
chemins de longueur n de l’état initial 0 vers les états finaux 0 et 1. Ceci est
donné par la somme des deux premiers coefficients des puissances de la matrice
d’adjacence du graphe : (

2 1

1 1

)
,

dont les valeurs propres sont
√

5+3
2 et 3−

√
5

2 . Ainsi, on voit que le nombre
d’éléments du semi-groupe de longueur n est exactement f2n+2, où (fn)n∈N est
la suite de Fibonnacci :

f0 = 0,

f1 = 1,

fn+2 = fn+1 + fn.

En particulier, le nombre d’éléments du semi-groupe de longueur n est asymp-
totiquement
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