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PURETE DES FIBRES DE SPRINGER AFFINES POUR GL,

PAR ZONGBIN CHEN

REsUME. — Pour GLy4 et v € gly(F) un élément semi-simple régulier non-ramifié
entier, la fibre de Springer affine 27, admet un pavage en espaces affines, donc sa
cohomologie est « pure ».

ABSTRACT (Purity of affine Springer fibers for GL4). — The affine Springer fiber
corresponding to GL4 and regular semi-simple integral split element admits an affine
paving, so its cohomology is “pure”.

1. Introduction

Soit k un corps algébriquement clos. On note F' = k((¢)) le corps de séries
de Laurent sur k, O = k[[€]] son anneau d’entier, p = ek[[€]] son idéal maximal.
On fixe une cléture algébrique F de F, et val : F — Q la valuation discréte
normalisée par val(e) = 1. Soient G = GLg4, T le tore maximal des matrices
diagonales, B le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures de
G. On notera leur algébre de Lie par la lettre gothique correspondante. Soient
K = G(0), I le sous-groupe d’Iwahori standard de G(F), i.e. il est I'image
inverse de B sous la réduction G(0) — G(k). Les groupes G(F), K, I sont
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194 Z. CHEN

muni des structures de ind-k-schéma en groupe. On note 2" = G(F)/K la
grassmannienne affine, c’est un ind-k-schéma qui classifie les réseaux dans F¢ :

Z ={L C F*| L est un C-module de type fini tel que L ® F = F¢}.

Soit v € g(F) un élément semi-simple régulier. La fibre de Springer affine
2y ={g € G(F)/K | Ad(g~")y € 9(O)}

a été introduite par Kazhdan et Lusztig dans [4]. C’est un sous-schéma fermé
localement de type fini et de dimension finie de 2", qui est non-vide si et
seulement si 7y est entier (i.e. ses valeurs propres sont entiéres dans F'). Elle est
utilisée par Goresky, Kottwitz et Macpherson dans [1] pour montrer le lemme
fondamental de Langlands-Shelstad, sous ’hypothése suivante :

CONJECTURE 1.1 (Goresky-Kottwitz-Macpherson). — Soit v € g(F') un élé-
ment semi-simple régulier entier, la cohomologie de la fibre de Springer affine
Z, est pure au sens de Grothendieck-Deligne.

Dans [2], Goresky, Kottwitz et Macpherson ont montré cette conjecture pour
v équivalué. L’élément v est dit équivalué si val(a(y)) ne dépend pas de la racine
o de G sur F par rapport & Z,(G). Pour cela, ils ont construit un pavage en
espaces affines de Z7,. Pour une variété X sur k, un pavage en espaces affines
de X est une filtration croissante exhaustive Xo C X; C --- de X telle que
X; est fermé et X;\X;_; est isomorphe & un espace affine standard, Vi. Dans
le cas ou v € t(0) est équivalué, un tel pavage est obtenu en intersectant 2~
avec le pavage de Bruhat-Tits.

Mais pour v € t(0) non-équivalué, les intersections 27, N IvK/K sont en
général singuliéres. Un exemple typique est le suivant.

EXEMPLE 1.1. — Soit G = GL3, v = et . Pour v € Z3, on note
et
€V
€’ = €v2 et C(v) =Ie’K/K. On a
€v3
1 Ofy?
C(0,2,-2) = {p/p2 1 0/p4J eK/K.

1
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En utilisant la coordonné

1 ag + a€ 1 0/})2
b1€ 1 Z?:O Ciei € p/p2 1 0/p4 y
1 1

on trouve que lintersection 27, N IvK/K est la sous-variété de A7 définie par
I’équation

a0b1 = 0.

Lucarelli a construit dans [5] un pavage en espaces affines de 27, pour
PGL3. 11 part d’un pavage en espaces affines de 2 qui est différent de ce-
lui de Bruhat-Tits. Dans notre exemple pour GL3, Lucarelli rassemble le pavé
singulier C(0,2,—-2) N Z, et le pavé lisse C(1,1,-2) N 2, et redécoupe la
réunion de ces deux pavés en utilisant la décomposition de Bruhat-Tits pour
I'Iwahori

I' = Ad(diag(1, €2, €*))I.

Le pavé singulier C(0,2,—2) N £, sera coupé en 2 parties. D’une part on a
la branche b; = 0, qui est isomorphe & A® d’autre part, on a la branche
by # 0, ap = 0, qui est isomorphe & G,, x A®. Cette derniére sera réunit avec
la cellule C(1,1,—2) N 2, pour former Pespace affine AS, ce que on peut voir
dans le calcul suivant :

1 ae 1
biel Z?:o ci€t € K/K
1 e ?
1o e are— by leze?| [e
= 1 7 e € K/K,
1 €2
et
1 p/p®| |e
c(1,1,-2)nZ, = 1 0/p3 € K/K.
1 e 2

Donc la branche by # 0, ap = 0 et la cellule C(1,1,—2) N 2, se rassemblent en
I’espace affine

r pi/o Z//lis} {} K/K = AS
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