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PROBLEME DE PLATEAU COMPLEXE FEUILLETE.
PHENOMENES DE HARTOGS-SEVERI ET BOCHNER
POUR DES FEUILLETAGES CR SINGULIERS

PAR GENNADI HENKIN & VINCENT MICHEL

REsuME. — Le but de cet article est de généraliser géométriquement des théorémes
de Severi, Brown et Bochner portant sur le prolongement analytique des fonctions
réelles analytiques qui sont holomorphes par rapport & ’une de leurs variables. Nous
établissons en particulier que si N est un anneau Lévi-plat réel analytique d’un ouvert
de R™ x C2, il est possible de trouver & C R™ x C2 tel que & U N soit un sous-
ensemble réel analytique qui remplisse N au sens ou le bord du courant d’intégration
porté par & est une sous-variété lisse de N feuilletée par des courbes réelles. En outre,
les fonctions réelles analytiques sur N dont les restrictions aux feuilles complexes sont
harmoniques se prolongent & & en fonction du méme type. Nous donnons aussi un
théoréme quand le bord prescrit est un cycle.

ABsTRACT (Foliated complex Plateau problem. Hartogs-Severi and Bochner phe-
nomenon for singular CR foliations)

The purpose of this paper is to generalise in a geometric setting theorems of Severi,
Brown and Bochner about analytic continuation of real analytic functions which are
holomorphic or harmonic with respect to one of its variables. We prove in particular
that if N is a real analytic levi-flat annulus in an open set of R™ x C2, then one can
find & C R™ x C? such that 0 U N is a levi-flat real analytic subset and & fills N
in the sense that the boundary of the integration current of &l is a prescribed smooth
submanifold of N foliated by real curves. Moreover, real analytic functions on N whose
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restrictions to complex leaves are harmonic extend to & in functions of the same kind.
‘We give also a theorem when the prescribed boundary is a cycle.

1. Enoncés

Lorsque 2 est un ouvert borné de C dont le bord est lisse et connexe, on sait
depuis les travaux de Sohotsky en 1873 qu’une fonction w définie et continue
sur le bord v de Q se prolonge holomorphiquement a 2 si et seulement si elle
vérifie la condition des moments, & savoir que

/hudz =0
.

pour toute fonction entiére h. Une version géométrique et plus générale de
ce résultat est établie dans [30], [19, th. 4.2] et [7, th. 4] : étant donné un
couple (v, ) ot 7y est une courbe réelle orientée connexe de C™ satisfaisant une
hypotheése de régularité trés faible et x4 une mesure sur =y, ’annulation de tous
les moments de u sur +, c’est & dire

(1) Yh e O(C"), /hdu:O
v

caractérise 1’existence d’une courbe complexe(®) & de volume fini dont v est le
bord au sens des courants et d’une (1, 0)-forme holomorphe ¢ sur X dont p est
la valeur au bord, c’est & dire vérifie au sens des courants d ([X] A @) = u, [X]
étant le courant d’intégration sur ¢l et p étant identifiée & son extension simple
a C™. Précisons que ¢ n’étant pas forcément lisse, une (1, 0)-forme (faiblement)
holomorphe ¢ sur ¢X est localement la restriction & ¢ d’une (1,0)-forme mé-
romorphe § telle que 0 ([X] A &) = 0.

Il s’avére que la condition des moments gouverne aussi la possibilité de réa-
liser un triplet (v,u,a) ot u € C(y) et a € C! (’y,Al’OT*(C”) comme une
donnée de Cauchy du Laplacien d’une courbe complexe ¢X & construire dans
C™ que v borderait. Lorsque ¢ est une surface de Riemann ouverte bordée par
v au sens des variétés a bord, une telle donnée est un triplet (v, u,a) comme
ci-dessus avec la condition que « est la valeur au bord du courant du ou u
est le prolongement harmonique de u & &. Dans cette situation, a peut étre
exprimée & partir de 'opérateur de Dirichlet-a-Neumann Ng de &K, c’est a
dire de I'opérateur qui & u € C* (v, R) associe % |y ol u est le prolongement
harmonique de u & ¢ et v est le champ de vecteurs unitaires qui dirigent le
long de v la normale extérieure & &. En effet, si on désigne par 7 le champ

(1) Une courbe complexe est dans cet article un ensemble (complexe) analytique de dimension
1 et une surface de Riemannn est une courbe complexe lisse et connexe.
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des vecteurs tangents a 7 tel qu’en chaque point z de v, (v, 7;) soit une base
orthonormée directe de T, X , si on note (v*,7*) la duale de (v,7) et si pour
u € C' () on pose

1
Lyu= 3 (Ngu — iTu)
ou T désigne la dérivation par rapport a 7, alors
Yu € C (), Ouly = (Lgu) (v* +ir*).

Pour qu’un triplet (7, u, o) puisse étre une donnée de Cauchy, o doit donc étre
1

de la forme % (v’ — iTu) (v* + it*) ou v’ € C° (), condition qui garde un sens
meéme lorsque l’existence méme de ¢ n’est pas connue pour peu que 7y Soit
plongée dans une variété complexe car v* peut étre alors défini a priori de
facon naturelle. Une donnée de Cauchy étant ainsi posée dans C”, le probléme
de construire & la fois ¢X et un prolongement harmonique & la fonction donnée
sur v s’inscrit dans le probléme de reconstruire une surface de Riemann a
partir de son opérateur de Dirichlet-a&-Neumann. Dans le cas général, il est
naturel qu'une courbe complexe ¢X bordée par une courbe réelle présente des
singularités et la notion de fonction harmonique doit étre étendue pour que le

probléme précédent garde un sens.

Par définition, une fonction harmonique sur une courbe complexe &U est une
fonction u qui est harmonique au sens usuel sur la partie réguliére Reg X de
X et faiblement harmonique sur ¢, ce qui signifie que du est faiblement holo-
morphe. Une fonction u est dite harmonique multivaluée sur & si elle admet le
long de tout chemin tracé dans la partie réguliére de &0 une détermination en
fonction harmonique usuelle et si du est une (1, 0)-forme faiblement holomorphe
(univaluée) sur &X.

La proposition 1 est une sorte de complément au théoréme 3c de [17] quand
un plongement dans un espace affine complexe est imposé :

PROPOSITION 1 (Sur un probléme de Plateau complexe)

On considére dans C™ wune courbe réelle v lisse, orientée, compacte
et connexe. On fixre des champs de vecteurs v et T définis sur v et de
classe C' tels que pour tout x € 7y, (Vy,T.) est orthonormée et T, défi-
nit lorientation de v en x. On note z +— z* lisomorphisme de C™ sur
son dual naturellement associé & sa structure hermitienne standard. On se
donne alors des fonctions u € C'(y,R) et v/ € C°(y,R) puis on pose
a =% (v —iTu) (v* +ir*) € C° (v,AY0T*C"). Si a # 0, alors la condition

2) Vhe 0(CM), /ha:()

~
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