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UN THÉORÈME LIMITE CENTRAL LOCAL
EN ENVIRONNEMENT ALÉATOIRE STATIONNAIRE

DE CONDUCTANCES SUR Z

par Jean-Marc Derrien

Résumé. — On démontre un théorème limite central local pour les marches aléatoires
aux plus proches voisins en environnement aléatoire stationnaire de conductances sur Z
en s’affranchissant simultanément des deux hypothèses classiques d’uniforme ellipticité
et d’indépendance sur les conductances. Outre le théorème limite central, on utilise
pour cela des inégalités différentielles discrètes du type « inégalités de Nash » associées
à la représentation de Hausdorff des suites complètement décroissantes. La méthode
s’adapte aux chaînes de Markov analogues en temps continu.

Abstract (A local central limit theorem in stationary random environment of con-
ductances on Z)

We prove a local central limit theorem for nearest neighbors random walks in sta-
tionary random environment of conductances on Z without using any of both classic
assumptions of uniform ellipticity and independence on the conductances. Besides
the central limit theorem, we use discrete differential Nash-type inequalities associ-
ated with the Hausdorff’s representation of the completely decreasing sequences. The
method is also valid for analogous continuous time Markov chains.

Texte reçu le 13 février 2013, révisé le 25 mai 2014 et accepté le 4 juillet 2014.

Jean-Marc Derrien, Université de Brest, CNRS - UMR 6205, Laboratoire de Mathéma-
tiques de Bretagne Atlantique - 6, avenue Le Gorgeu, CS 93837, 29238 BREST cedex 3,
France

Classification mathématique par sujets (2000). — 60J10, 60K37.

Mots clefs. — Marches aléatoires, environnement aléatoire stationnaire de conductances,
théorème limite central local, inégalités de Nash, représentation de Hausdorff des suites com-
plètement décroissantes, théorèmes ergodiques.
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468 J.-M. DERRIEN

1. Le modèle et la présentation des principaux résultats

Depuis les années 1980, une part importante de l’étude des milieux aléa-
toires a trait aux marches aléatoires aux plus proches voisins en environnement
aléatoire stationnaire de conductances sur Zd (dont notamment les marches
aléatoires sur l’amas de percolation). Dans ce cadre particulier, les différences
entre les milieux considérés s’articulent essentiellement autour des trois moda-
lités suivantes :

– la dimension d,
– le domaine des valeurs autorisées pour les conductances,
– considérer une famille de conductances aléatoires stationnaire ergodique

(environnement stationnaire) vs. considérer le cas particulier d’une famille
de conductances indépendantes et identiquement distribuées (environne-
ment i.i.d.).

Par exemple, l’hypothèse d’uniforme ellipticité, c’est-à-dire d’encadrement
des conductances par deux constantes strictement positives, permet l’utilisation
de nombreuses méthodes classiques dans l’étude des équations aux dérivées
partielles.

Pour faire un historique succinct des travaux qui ont motivé la présente
étude, on peut citer, entre autres, [28] pour une vue d’ensemble des modèles
de marches aléatoires en milieux aléatoires sur Zd et la systématisation des
techniques de martingales et d’« environnement vu de la particule » dans ce
contexte, [23], [6] et [13] pour l’étude de la récurrence sur l’amas de percolation
et en environnement (de conductances) stationnaire non uniformément ellip-
tique en dimension d > 2, [19] pour une étude de la variance asymptotique en
environnement stationnaire non uniformément elliptique sur Z, [12], [38] et [18]
pour un théorème limite central en environnement stationnaire uniformément
elliptique en dimension d > 1, [38], [7], [11], [31], [30], [4], [9], [1] et [2] pour
des théorèmes limites centraux et des principes d’invariance en environnements
stationnaires non uniformément elliptiques en dimension d > 2, [17] pour des
inégalités gaussiennes en environnement déterministe uniformément elliptique
en dimension d> 1, [32], [33] et [3] pour des inégalités gaussiennes pour l’amas
de percolation en dimension d > 2, [8], [14] et [10] pour des comportements
singuliers du noyau de la chaleur en environnements i.i.d. non uniformément
elliptiques en dimension d > 4, [5] pour un théorème limite central local pour
l’amas de percolation en dimension d> 2.

Dans cet article, on démontre un théorème limite central local dans le cas
stationnaire non uniformément elliptique unidimensionnel. On constate en par-
ticulier que le rapport entre la moyenne des résistances et celle des conductances
joue un rôle dans le théorème limite central local alors que seul le produit de ces
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moyennes apparaît dans l’expression de la variance asymptotique de la marche
aléatoire.

Précisons à présent le modèle étudié.
On considère en premier lieu un système dynamique probabilisé ergodique

(Ω, F , µ, T ), c’est-à-dire une mesure de probabilité µ sur un espace mesurable
(Ω, F ) et une transformation T de Ω, inversible, bi-mesurable, préservant la
probabilité µ et pour laquelle les ensembles invariants sont de mesure égale à 0
ou à 1 (voir [36] par exemple). Alors, étant donnée une application mesurable
c : Ω→]0,+∞[, on appelle conductance de l’arête (non orientée) {x, x+1} de Z
dans l’environnement ω le réel strictement positif c(x, x+ 1)(ω) := c(T xω) (on
pose aussi c(x + 1, x)(ω) := c(x, x + 1)(ω)). De la sorte, la famille de conduc-
tances (c(x, x + 1))x∈Z constitue une suite de variables aléatoires stationnaire
ergodique.

Un environnement ω dans Ω étant fixé, on s’intéresse au comportement de
la chaîne de Markov (Sn)n>0 sur Z partant de x0 ∈ Z dont les probabilités de
transition sont données par :

Pωx0
[Sn+1 = x+ 1 | Sn = x] =

c(x, x+ 1)(ω)

c(x)(ω)
=: p(x, x+ 1)(ω)

et

Pωx0
[Sn+1 = x− 1 | Sn = x] =

c(x, x− 1)(ω)

c(x)(ω)
=: p(x, x− 1)(ω),

où l’on a posé c(x)(ω) := c(x−1, x)(ω)+c(x, x+1)(ω), ceci pour tout x dans Z
(Pωx0

est la probabilité sous laquelle évolue, dans l’environnement ω, la chaîne
de Markov (Sn)n>0 partant de x0). Notons que la chaîne de Markov (Sn)n>0

est réversible sur Z au sens où :

∀n ∈ N, ∀x, y ∈ Z,
Pωx [Sn = y]

c(y)
=

Pωy [Sn = x]

c(x)
.

L’objet de cet article est de démontrer les trois résultats suivants qui pro-
longent le travail commencé dans [20]. Ils donnent l’ordre de grandeur de la
probabilité pour la marche aléatoire partant de 0 d’être au temps n en un
point x de Z.

Théorème 1.1. — On a, pour presque tout ω dans Ω et pour tout x dans 2Z,

lim
n→+∞

√
2n

Pω0 [S2n = x]

c(x)(ω)
=



1√
π

√ ∫
1
c dµ∫
c dµ

si c et 1/c sont intégrables

0 si 1/c est intégrable et si
∫
c dµ = +∞

+∞ si
∫

1
c dµ = +∞ et si c est intégrable.
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