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PHÉNOMÈNE DE MOSER-NEWMAN
POUR LES NOMBRES SANS FACTEUR CARRÉ

par Christian Mauduit & Carlos Gustavo Moreira

Résumé. — Let µ denotes the Möbius function and t = (t(n))n∈N be the Thue-Morse
sequence, defined by t(n) = +1 if the number of 1 in the dyadic representation of n is
even and t(n) = −1 otherwise. The aim of this work is to give an asymptotic formula
for S(N) =

∑
n<N µ2(n)t(n) and to prove that S(N) < 0 for N big enough. This

shows that square-free integers provide a first example of non-linear Moser-Newman
phenomenon. Our method gives a similar result for z-th power free integers.
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Mots clefs. — Suite de Thue-Morse, nombres sans facteur carré, sommes trigonométriques.
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1. Introduction

Dans tout cet article, on désigne, pour tout nombre entier positif n, par s(n)

le nombre de 1 dans la représentation binaire de n (c’est-à-dire la somme
des chiffres de n écrit en base 2) et par µ la fonction de Möbius définie
par µ(1) = 1, µ(p1 · · · pk) = (−1)k si p1, . . . , pk sont des nombres premiers
distincts et µ(n) = 0 si n est divisible par le carré d’un nombre premier. On
pose α = log 3

log 4 et, pour tout nombre réel x, e(x) = exp(2iπx).

1.1. Phénomène de Moser-Newman. — La suite de Thue-Morse t = (t(n))n∈N
= ((−1)s(n))n∈N, dont on peut faire remonter l’origine à la note [26] publiée par
Prouhet en 1851, a été étudiée par de nombreux auteurs dans des contextes
variés : algèbre, analyse harmonique, arithmétique, combinatoire, géométrie,
systèmes dynamiques, ... (voir [1, 18]).

Gelfond a étudié dans [11] de manière précise la répartition des progressions
arithmétiques dans la suite t, montrant en particulier que pour tout (a, b) ∈ N2,
a 6= 0, on a

(1)
∑
n<N

t(an+ b) = O(Nα).

Il résulte de (1) que la fréquence d’apparition de +1 est égale à la fréquence
d’apparition de −1 dans la suite (t(3n))n∈N. Mais Moser a conjecturé vers la
fin des années 60 le phénomène surprenant suivant : à tout moment, le nombre
d’apparitions de +1 est strictement supérieur à celui de −1, c’est-à-dire que
pour tout nombre entier N ≥ 1, on a

∑
n<N t(3n) > 0. Newman a donné

une première preuve de cette conjecture dans [23] et Coquet a donné dans [4]
une formule précise permettant d’exprimer la somme

∑
n<N t(3n) : pour tout

nombre entier N ≥ 1, on a

(2)
∑
n<N

t(3n) = h(N) +NαF (log4N),

avec

h(N) =

{
0 si N pair
(−1)s(3N−1)

3 si N impair

et F une fonction continue nulle part dérivable de période 1 vérifiant

(3) inf F =
2
√

3

3
, supF =

55

3
(

3

65
)α

et qu’il a étudié de manière détaillée. En particulier il montre que si l’on pose
x(N) = 3N

4blog4 3Nc ∈ [1, 4[, on a alors

(4) F (log4N) = 2 · 3α−1x−1φ(x),
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avec φ(x) =
∑
a≥0

d(a)
3a , où les coefficients d(a), à valeurs dans l’ensemble

{0,± 1
2 ,±1,± 3

2 ,±2}, sont déterminés explicitement en fonctions du développe-
ment 4-adique du nombre réel x ∈ [1, 4[ et en déduit que si les nombres réels x
et y vérifient 1 ≤ x < y < x+ 1

4u ≤ 4, alors

(5) |φ(x)− φ(y)| ≤ 2

3u
.

Drmota et Stoll ont montré dans [7] que, pour tout nombre entier N ≥ 1, on
a
∑
n<N

t(3n + 1) < 0 et
∑
n<N

t(3n + 2) ≤ 0 (voir également [8]). Le cas général

des sommes associées à des progressions arithmétiques quelconques

(6)
∑
n<N

t(an+ b), (a, b) ∈ N2, a 6= 0

est techniquement plus délicat. Drmota et Skałba ont donné dans [6] des for-
mules analogues à celle de Coquet ([2]) pour la somme (6) (voir également [12]
pour le cas où a est un nombre premier, [13] pour le cas où a = 3r5s ((r, s) ∈ N2)

et [7] pour une généralisation aux sommes
∑
n<N

e(sq(an+ b)/m), où sq désigne

la fonction somme des chiffres en base q et m ∈ N\{0}) dont ils ont pu déduire
en particulier les résultats remarquables suivants (voir également [2] pour le
cas où m divise q ou q − 1) :

– si 3 | a ou si a− 1 est une puissance de 4, alors
∑
n<N

t(an) > 0 pour tout

nombre entier N assez grand ;
– le nombre de nombres premiers p ≤ x tels que

∑
n<N

t(pn) > 0 pour tout

nombre entier N assez grand est négligeable par rapport à x
log x .

Pour tous nombres entiers positifs a et b les suites (t(an+ b))n∈N sont 2-au-
tomatiques (voir [9, Chapter 5] pour cette notion) et les résultats précédents
reposent sur des estimations fines des valeurs propres des matrices associées
à ces automates. Mais lorsque (un)n∈N n’est pas une progression arithmétique
(ou une suite ad hoc), les méthodes issues de l’algèbre linéaire ne sont plus
directement utilisables et on ne connaît aucun résultat concernant le signe
de

∑
n<N

t(un). Citons par exemple les deux conjectures suivantes, dues à Dr-

mota, Mauduit, Rivat, Shevelev et Skałba :

Conjecture 1.1. — Pour tout nombre entier N ≥ 5, on a(1)
∑
n<N

t(n2) < 0.

(1) On sait, d’après [20], que
∑

n<N
t(n2) = o(N).
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