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Bienvenue aux auditeurs,
jeunes et moins jeunes, du cycle de conférences
« Un texte, un mathématicien » !

La Bibliotheque nationale de France

est une des plus grandes et plus anciennes
bibliotheques, qui contient des millions d’ouvrages,
dans tous les champs du savoir

y compris les sciences.

La Société mathématique de France

est une des plus anciennes sociétés savantes,

ayant pour but « 'avancement et la propagation des
études de mathématiques pures et appliquées ».

Pour la dix neuvieme année, la BnF et la SMF
s’associent pour organiser ces conférences ou

de grands chercheurs nous montreront le chemin
qui mene d’un grand texte classique de
mathématiques jusqu’a la recherche contemporaine.

Partageons ensemble leur passion.

Bibliothéque nationale de France
Société mathématique de France



Décrire mathématiquement les gaz :
le défi de Boltzmann

Laure Saint-Raymond
Mercredi 18 janvier 2023

Le 5 septembre 1906, Ludwig Boltzmann se suicide au chateau de Duino,
pres de Trieste ou il passe ses vacances en famille. Il occupe pourtant
une chaire prestigieuse de physicien et de philosophe a I'université de
Vienne, est un enseignant hors pair unanimement apprécié de ses étu-
diants, un mari et un pére bienveillant... mais ses travaux font I'objet de
fortes controverses. Il ne saura jamais que les dits travaux vont révolution-
ner des pans entiers de la physique classique, et préfigurer certaines idées
de la physique quantique !

Cent cinquante ans aprés son introduction, I’équation qui porte désor-
mais le nom de Boltzmann reste a la fois un modele trés utilisé pour la
simulation des gaz peu denses (par exemple pour la haute atmosphére et
les calculs de rentrée atmosphérique de véhicules spatiaux), et un objet
d’étude théorique qui pose de nombreux défis et engendre une activité de
recherche importante.

L’intuition géniale de Boltzmann a consisté a introduire une description
probabiliste des gaz. Cette description est en quelque sorte intermédiaire
entre la mécanique classique (qui décrit la trajectoire de chacune des par-
ticules microscopiques de gaz, et est de ce fait d’'une complexité inextri-
cable), et la mécanique des fluides continus (basée sur I’hypothése tres
forte qu’en chaque point du fluide on a un trés grand nombre de particules
qui sont a I’équilibre thermodynamique, de sorte que I'état du fluide peut
étre décrit par un petit nombre de grandeurs : température, pression, vi-
tesse moyenne d’écoulement...).

Dans la théorie de Boltzmann, on décrit donc I'état d’'un gaz en comp-
tant, a chaque instant t, la proportion de parti- g e

cules qui ont approximativement la position x et :
la vitesse v. On obtient ainsi une fonction f qui P ——

BRUR e
dépend de t, x, et v, et dont I'intégrale (la somme SRR u o1 o
sur tous les x et v) est égale a 1. B e 81 2
Pour prédire I’évolution du gaz, on doit alors écrire 1o L
une équation sur la variation de f(t) en fonction du {1
temps, c’est-a-dire une équation sur sa dérivée
f'(t). Physiqguement cette évolution est due a la
combinaison de deux phénoménes.




- Le transport : une particule de position x et de vitesse v a I'instant t, si
elle ne rencontre pas d’obstacle, sera a la position x+v 6t a 'instant t+6t.
- Les collisions : quand deux particules se touchent, elles sont réfléchies
comme deux boules de billard.

La difficulté est d’estimer la probabilité que deux particules se touchent.
Boltzmann obtient son équation en supposant que les particules sont plus
ou moins indépendantes les unes des autres. C’est la premiére fois que
quelgu’un écrit une équation différentielle pour des probabilités !

Une propriété cruciale de I’équation de Boltzmann ainsi obtenue est qu’elle
prédit que les gaz ont une évolution irréversible, et finissent toujours par se
retrouver dans une situation d’équilibre (avec une répartition uniforme en x
et gaussienne en v).

Cela est tout-a-fait conforme aux observations que I’'on peut faire dans
la vie réelle (ou I’évolution représentée par la fleche verte est plausible,
contrairement a celle représentée par la fleche rouge, voir figure page sui-
vante). Mais cette propriété semble a premiere vue contredire ce qui est
attendu mathématiquement pour des grands billards.

C’est ce paradoxe qui a suscité une certaine méfiance de la part de la
communauté scientifique et attiré beaucoup d’ennuis a Boltzmann.
Depuis I'eau a coulé sous les ponts et on sait maintenant que l'irréversibi-
lité est en fait un probléme de probabilités, qu’on essaiera d’élucider dans
cette conférence...

Autour du texte :
Ludwig Boitzmann, Vorlesungen (ber Gastheorie, Bd | & I, Leipzig, J.A.
Barth (1896-1898)
(Lecons sur la théorie des gaz, Vol. | & Il, Paris, Gauthier-Villars (1902-1905).

Laure Saint-Raymond est actuellement professeure a I'Institut des
Hautes Etudes Scientifiques. Elle dirige également I'Institut des Mathéma-
tiques de la Planete Terre depuis 2021. Ses travaux portent principalement
sur la dynamique des gaz et des fluides. Avec différents collaborateurs, elle
a apporté des contributions fondamentales au sixieme probleme de Hilbert
concernant I'axiomatisation de la mécanique, un
des 23 problémes proposés par David Hilbert au
congres international de mathématiques de 1900,
non encore résolu a ce jour : I’'objectif est de mon-
trer que les modeles décrivant un fluide a diffé-
rentes échelles sont compatibles entre eux. En
parallele, elle travaille sur les courants océaniques
. elle étudie en particulier Iinfluence de la rota-
tion et de la stratification sur la propagation des
ondes, et les phénomeénes de couches limites.
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Blaise Pascal, géometre
du hasard

Grégory Miermont
Mercredi 08 février 2023

Nous sommes en 1654. Pour Blaise Pascal, qui a trente-et-un ans, c’est
une année charniere. Enfant précoce, physicien, ingénieur et mathémati-
cien en pleine maturité, il a déja a son actif des découvertes retentissantes,
comme ses travaux précurseurs de la géométrie projective, I'invention de
la premiere machine a calculer, et sa théorie sur I’équilibre des fluides et la
pression, dont est issue le principe de la presse hydraulique. Bientdt, sa
vie va connaitre une inflexion, marquée par une révélation mystique qui le
frappera en novembre de cette année, et il deviendra également I'écrivain,
moraliste, philosophe et théologien dont les Pensées marqueront dura-
blement les sciences humaines et sociales. Pour le moment, Pascal fré-
quente des cercles intellectuels mondains auprés desquels son esprit vif
trouve de nombreuses occasions de s’exercer. Et une question de son
ami Antoine Gombaud, chevalier de Méré, va I'occuper singulierement :
le probleme des partis. Deux personnes s’affrontent dans un jeu en plu-
sieurs manches gagnantes, I'issue de chacune étant déterminée par le pur
hasard, par exemple un lancer de pile-ou-face. Pour intéresser le jeu, des
mises initiales sont placées. Si les joueurs décident de s’interrompre avant
la conclusion de leur partie, comment doivent-ils convenir de se partager
I’argent mis en jeu en fonction des résultats des manches déja jouées,
« proportionnellement a ce qu’ils auraient droit d’espérer de la fortune » ?
Cette question n’est pas nouvelle, il en est question depuis le XVéme siecle
au moins, dans les écrits des mathématiciens italiens Pacioli, Cardano—le
premier a rédiger un traité sur la mathématique des « jeux de dés »—et
Tartaglia, mais les solutions proposées, d’ailleurs probablement inconnues
de nos protagonistes, sont insatisfaisantes.
Pascal va rapidement résoudre ce probléme, et,
sur les conseils de Roberval, entamer a son sujet

une correspondance avec Pierre de Fermat pen- R | s
dant I’été. L’énigme ne pose aucune difficulté au Fromardy :
grand mathématicien toulousain, qui en donne I —
une solution concise et élégante, et malheureu- “‘f:::{“
sement perdue, mais dont on peut deviner les {ani
contours grace au reste de la correspondance.
Les deux hommes comparent et développent
leurs solutions, bien différentes en essence, et




éclaircissent quelques malentendus quant a la portée de la méthode de
Fermat. Il est intéressant de mettre les deux approches en regard. Si celle
de Fermat est de nature combinatoire, celle de Pascal, qui se base sur
un raisonnement par récurrence, fait intervenir avant la lettre la notion ty-
piguement probabiliste d’espérance mathématique, et, au prix d’un peu
d’audace, on peut y déceler les prémices de certaines notions modernes
de processus aléatoires. Pascal est grisé par cette découverte, dont il per-
coit toute la portée scientifique et philosophique. D’aprés lui, elle porte
en germe la géométrie du hasard, théorie mathématique presque contre
nature puisqu’elle lie la rigueur du calcul arithmétique avec I'insaisissable
inconstance de ce qui nous échappe par essence. Cette science devrait
permettre de peser rationnellement les risques et espérances de tout
« travail pour 'incertain » : jeux de hasard, économie, justice, assurances...
et méme « les voyages sur mer, les batailles » ! Il en explorera méme les
conséquences morales dans le fameux argument du « pari ». Pourtant,
malgré son intention premiere de s’atteler a la rédaction d’un traité sur
cette nouvelle science, il laissera ce travail a d’autres, a commencer par
Christian Huygens qui formalisera et développera dés 1657 les implica-
tions des découvertes de Pascal et Fermat.

La théorie des probabilités est née, méme si elle requerra encore beau-
coup de temps et de travail avant d’étre ainsi baptisée, et de s’insérer dans
le champ mathématique, passant du simple statut de « calcul » a celui de
théorie a part entiere. Rétrospectivement, que peut inspirer la correspon-
dance entre Pascal et Fermat a I’ceil moderne, rompu a un formalisme poli
par les siecles dont nos deux héros ne pouvaient avoir qu’une intuition
vague et lointaine ? Cette question a bien s(r été régulierement débattue,
et cet exposé sera I'occasion d’y apporter quelques éléments de réponse.

Autour du texte :
La correspondance Pascal-Fermat sur les problemes des partis, et notam-
ment sur la lettre du 29 juillet 1654 de Pascal a Fermat.

Grégory Miermont est professeur a I’'Unité de mathématiques pures
et appliquées de I'Ens de Lyon. Spécialiste de théorie des probabilités, il
s’intéresse principalement a I'étude de grandes structures combinatoires
aléatoires, dont la particularité est de pouvoir sou-
vent étre décrites par des processus stochastiques
discrets ou continus. Une partie importante de ses
travaux concerne I'étude de grandes cartes aléa-
toires et de leurs limites d’échelle, qui permettent
de définir des modeles canoniques et universels
de surfaces aléatoires. Ces questions se situent
a une riche interface entre probabilités, combina-
toire, géométrie et physique mathématique.




Blaise Pascal
(1623 -1662)

(source Wikipedia)

Les « vieilles tables »
transmises a Fermat par
Pascal, le 29 aoit 1654

TABLE

T FAIT MENTION DANS LA LETTRE
PRYCEDENTE.

§i on joue chacun 256, en

Pierre de Fermat<”,
{—1665)

(source Wikipedia)
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Peut-on entendre la forme d’un tambour ?
D’aprés Mark Kac

Virginie Bonnaillie-Noéel
Mercredi 22 mars 2023

Fixez une plaque a un support, saupoudrez-la de sable, puis frottez un archet
verticalement sur le bord de la plaque. Le sable se déplacera alors des zones de
forte vibration vers celles ou elles sont moins fortes, formant des figures dites de
Chladni.

Ce phénomene a été observé par Galilée en 1638. C’est Ernst Chladni, grace a
la publication en 1787 du traité Entdeckungen (ber die Theorie des Klanges, qui
permet de diffuser ce phénomene. Les figures observées portent désormais son
nom. Elles permettent de « voir un son ». Napoléon, impressionné devant un tel
phénomeéne, promit un prix a celui qui pourrait expliquer comment se forment ces
figures. Le prix fut remporté par Sophie Germain.

L’apparition des lignes dessinées sur la plaque est liée au son qu’elle produit lors-
qu’on la fait vibrer.

Lorsqu’un objet (corde, membrane, plaque, diapason) vibre, sa forme lui impose
certains types de mouvements périodiques... Ces vibrations peuvent se décom-
poser en certaines vibrations périodiques élémentaires. Ces vibrations élémen-
taires se produisent a des fréquences (nombre de périodes par seconde) bien
précises. On les appelle modes propres et fréquences propres.

Regardons I'exemple d’une corde élastique tendue et fixée a chacune de ses ex-
trémités. Ca peut étre le cas d’une guitare ou d’un piano par exemple. Lorsqu’on
tape la corde, elle se met a vibrer a une fréquence déterminée. Elle pourrait vi-
brer indéfiniment s’il n’y avait pas de déperdition d’énergie. Ce mouvement peut
étre décomposé en une collection de mouvements simples, les modes propres
auxquels correspondent des fréquences propres. Ces modes propres sont des
sinusoides (voir figure).

Si on envoie une vibration sur I'objet a sa fréquence de vibration se rodwt alors un
phénomeéne d’amplification. C’est ce qui s’est passé o —

en 1831 sur le pont de Broughton, I'un des premiers
ponts suspendus en Europe : alors que la troupe mar- vl
chait au pas cadencé sur le pont, il se produisit un s

{10
phénomeéne de résonance mécanique qui provoqua la o 1o ;“n
ruine du pont. Désormais, les militaires rompent la ca- [uuy
dence lorsqu’ils franchissent un pont. Ces exemples i '
montrent qu’a chaque forme correspond des modes

et fréquences propres. En 1966, Kac se pose la ques-




tion du « probléeme inverse » dans I'article intitulé « Peut-on entendre la forme
d’un tambour ?». Dans cet article, Mark Kac formule la question suivante : si vous
entendez quelqu’un jouer du tambour, et a supposer que vous connaissez les
fréquences correspondant aux sons percus, serez-vous capable de déterminer la
forme exacte de I'instrument qui a servi a les produire ? Ou, au contraire, existe-
t-il plus d’un tambour capable de donner les sons en question ? Milnor répond
presque immédiatement a la question en exhibant un contre-exemple avec une
paire de tores a 16 dimensions ayant le méme spectre mais des formes diffé-
rentes. Il faut attendre 1992 pour obtenir la réponse en dimension 2 : C. Gordon,
D. Webb et S. Wolpert ont montré que la liste des fréquences propres n’est pas
caractéristique du tambour. Les deux tambours de forme décrites sur la figure de
la page suivante ont les mémes fréquences propres, la méme aire mais ne sont
pas identiques. En cinquante ans, la question posée par Kac est devenue extré-
mement classique et source de nombreux travaux. En particulier, il s’agit soit de
comprendre si la réponse peut étre positive sous des contraintes supplémentaires
ou si la réponse est la méme pour d’autres modeles.

Autour du texte :
Kac, Mark Can one hear the shape of a drum? Amer. Math. Monthly 73
(1966), no. 4, part Il, 1-23

Virginie Bonnaillie-Noél, ancienne éléve de I'Ecole normale su-
périeure de Cachan, agrégée de mathématiques en 2000 et docteure en
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matique de Rennes. Spécialiste des équations aux dérives partielles, de
la théorie spectrale et des analyses asymptotiques et numériques, elle est
lauréate, en 2008, de la médaille de bronze du CNRS et en 2009 du prix

- Iréne Joliot-Curie « Jeune femme scientifique ».
En 2014, elle devient directrice de recherche au
Département de mathématiques et applications
(ENS-PSL et CNRS) et est nommée directrice
adjointe scientifique de [I'Institut national des
sciences mathématiques et de leurs interactions
(INSMI) du CNRS. Depuis 2018, elle est directrice
de direction d’appui aux partenariats publics du
CNRS.
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Le second pont suspendu de
Broughton (reconstruit en 1883).

Divifez la corde’ d'un Monochorde enparties égales ;
rzr exemple en 5, ( V'on peut divifer une régle de la méme
ongucur & l'appliquer le long de eette corde : ) pincez
cette corde & vuide 5 elle rendra un Son 1_uc jappelle le
ondamental de

cette  corde :

mettez avufli-tde

un obftacle lé-

ger Clurune de

cesdivifions D,

comme le bout

B dunc -plume fi

la corde eft me=

nu¢é ;ver ' dotte

que le mouvement de.cette corde fe.communique depare

Le systeme gé-
néral de Sauveur
dans les Mé-
moires de I’Aca-
démie Royale des
Sciences (1701)
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Legendre : a la recherche
de solutions entieres

David Harari
Mercredi 12 avril 2023

Les équations en nombres entiers ont de tout temps attiré I'attention des mathé-
maticiens. Dans cet exposé, nous allons nous intéresser a la question de déter-
miner si une telle équation posséde ou non une solution dans I'ensemble Z des
nombres entiers (positifs ou négatifs), ou encore dans I’ensemble Q des nombres
rationnels (lesquels sont obtenus en faisant le quotient de deux nombres entiers).
Le cas qui nous concerne plus particulierement est celui des équations dites du
second degré.

Quand il s’agit d’'une équation en une variable x, par exemple du type ax? +bx+c=0,
avec a,b,c entiers fixés, I'’existence d’une solution x rationnelle dépend de la quan-
tité (bien connue des lycéens) b? — 4ac, appelée discriminant de I'équation : une
telle solution existe si et seulement si ce discriminant est un carré parfait, c’est-a-
dire le carré d’un nombre entier. On rencontre déja des études détaillées de ces
équations sur la fameuse tablette d’argile babylonienne BM13901 (XVIlleme siécle
avant J.C.). La situation est assez similaire pour une équation en deux variables X,
y du type ax® + by? = 0 : elle a une solution entiére non triviale (i.e. autre que x=y = 0)
si et seulement si la quantité ab est un carré parfait. Le probleme se complique
considérablement si I'on pose la méme question de trouver un critére d’existence
d’une solution entiére (ou encore d’une solution rationnelle) non triviale pour une
équation en trois variables x, y, z : ax? +by? +cz?> = 0, oU a, b, ¢ sont des entiers
non nuls fixés. La solution a été trouvée au XVllleme siécle par le mathématicien
frangais Adrien-Marie Legendre.

Elle repose sur plusieurs concepts qui sont encore d’actualité aujourd’hui, et qu’on
présentera au cours de I'exposé : les congruences modulo un nombre entier, la notion
de résidu quadratique, qui est étroitement lié a une fonction Z x Z —. {0, 1, -1} ap-
pelée symbole de Legendre, et bien sir les nombres
premiers, toujours omniprésents en arithmétique. Ce
théoreme de Legendre est exposé dans son traité
Théorie des Nombres, publié en 1830, qui fourmille de S 10 1y
résultats profonds. s et
Ces travaux de Legendre peuvent étre considérés il
comme pionniers. Au début du vingtieme siécle, un e
analogue de son théoréme a été démontré par Minko-

wski (et généralisé ensuite par Hasse) pour des équa-
tions de degré deux en un nombre quelconque de va-




riables. En revanche, pour des équations de degré au moins 3, on sait depuis les
années soixante que les conditions «a la Legendre» de résolubilité des équations
ne sont pas suffisantes : il existe en effet des obstructions beaucoup plus sophis-
tiquées, dites cohomologiques, a I'existence d’une solution entiére ou rationnelle.
L’étude de ces obstructions fait encore de nos jours I'objet de recherches trés
actives.

ruionkne

(27) « Etant proposée Néquation @ ' + b)y* == cz', dans hiquelle
«les coeflicients @, &, ¢, pris individuellement, ou deux & deus.
«n'ont ni diviscur carré, ni divisenr comman; je dis que cette
« équation sera résoluble, si on peut trouver frois entiers 3, u.v

« tels que les trois quantités
LN feed eV —a
“'_' 'J‘T_, =

« soient des entiers : elle sera au contraire insoluble, s ces trois
« conditious me peuvent étre remplies a-la-fois, »

Le fameux théoreme sur les équations du second degré
en trois variables

Autour du texte :
Legendre «Théorie des nombres», 1830.
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L’école mathématique francaise brille de tous
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Dans ce cycle de conférences, certains des meil-
leurs mathématiciens présentent un aspect de
leurs travaux.

Le conférencier choisit un texte mathématique
classique qui I'a particulierement influencé.
A partir de ce texte, de son auteur et de
son histoire, il montre comment des pro-
blématiques anciennes débouchent sur des
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