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EXEMPLES D’INSTABILITES
POUR DES EQUATIONS D’ONDES NON LINEAIRES
[d’apreés G. Lebeau]

par Guy METIVIER

1. INSTABILITE DES EQUATIONS D’ONDE SURCRITIQUES

Dans I’étude des équations hyperboliques non linéaires, I’équation d’onde
(1) (6152 —Ag)u+ |U|p_1u =0, =0 =1uo, atu\t:O =u1,

est un modele de base pour l'analyse mathématique. On s’intéresse ici au cas de la
dimension trois (x € R?) et, pour simplifier, on se limite au cas ot p est un entier
impair (|u[?~'u = uP?). En multipliant ’équation par 0;u et en intégrant par parties,

on voit que, formellement, on a conservation de I'énergie E(u(t)) := € (u(t), Oyu(t))
avec :
1 1 uf !
P 6’,::(—2—Vz20)d.
8 (o) i= [ (Gl +5Vowf + ) de

L’existence et l'unicité de solutions fortes du probleme de Cauchy est bien connue
dans le cas sous-critique p < 3 et dans le cas critique p = 5 (voir par exemple [13],
[16], [6], [4], [15], [11], [1]). En particulier, le semi-groupe solution St : (u(0), zu(0)) —
(u(t), Byu(t)) est uniformément lipschitzien sur les bornés de H' x L2

Dauns le cas surcritique (p > 7), on dispose simplement d’un théoréme d’existence et
d’unicité locales des solutions régulieres et, pour des données de Cauchy dans ’espace
d’énergie, d’'un théoreme d’existence globale sans unicité de solutions faibles bornées
dans l'espace d’énergie, i.e. vérifiant E(u(t)) < £(uo,u1). Un corollaire du travail de
G.Lebeau [10] est que le probléme de Cauchy (1) surcritique (p > 7) est mal posé au
sens de Hadamard. Compte tenu du théoreme local d’existence et d’unicité, 'obstacle
vient de I’évolution des singularités. G.Lebeau considere le cas le plus simple d’une
singularité ponctuelle (& l'origine) et de solutions radiales, c’est-a-dire invariantes par
rotation. Un corollaire du résultat de G.Lebeau est le suivant :
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64 G. METIVIER

THEOREME 1.1. — Si p est un entier impair supérieur ou égal a 7, il eviste des
familles de données initiales radiales u® = (uf,ul) et v® = (v3,v}), C>® en dehors de
l’origine, d’énergie bornée par 1, dont la différence est asymptotiquement nulle dans
l’espace des fonctions C'°° plates a l'origine :

0

lim H|x|_k(g - =0, VEk,s
6—0

é
)HHSXHS*1
telles que toutes les solutions faibles radiales u’®, v° de (1) (il en existe) vérifient

(3) hf;njélf ||u5(t5) - v‘s(ttg)HLHl(Rs) >0,

ot ts — 0 quand 6 — 0.

Ce résultat d’instabilité montre que le probléme de Cauchy (1) est mal posé au sens
de Hadamard. En supposant que les opérateurs solutions S; existent, pour tout 7' > 0
arbitrairement petit, la famille {S;}+cjo,7) n’est pas équi-uniformément continue sur
les boules de I'espace d’énergie.

Pour les solutions radiales, en dimension trois, on pose u(t,z) = rg(t,r), avec
r = |z|. L’équation s’écrit

gp
(4) (07 =009+ =0, g=0=90, Ogj=0 =91

Pour cette équation, tous les p sont sous-critiques (en dehors de r = 0) et par vitesse
finie de propagation, pour des données initiales lisses dans {r > 0}, on a existence,
unicité et régularité de solutions faibles (radiales) dans {t < r} (sous le cone d’onde).

G.Lebeau construit ses solutions u° & 1’aide de solutions de (4) dont les données
initiales gg et g1 sont a support compact, de classe C*° en dehors de l'origine, et
vérifient

(5) go(r) Nr'y(coJrclrﬁJr...) , g1(r) ~r7717ﬂ(d0+dlrﬁ + ) )
Les parametres 3 et v sont tels que :
p—2 p—3 p—3 p—-1
6 L cy<——, B=——-—y"—>0
(6) 1 TS 2 1T
Ce choix assure en particulier que 1’énergie initiale
> 1 1 ghtt
Egorn)i= | (Glonl + 5100902 + L) d
(90, 91) /0 2|91| +2| 9ol +p+1 T
est finie. Etant donné les deux suites de coefficients (co,c1,...) et (do,ds,...) avec

(co,dp) # (0,0), I'idée de G.Lebeau est de construire et contrdler sur un céne ¢t < cr
(avec ¢ < 1 petit) deux solutions g et g’ associées & des données initiales (gg, g1) et
(96, g1) vérifiant toutes deux (5), mais qui different significativement sur une courbe
t = t(r) < r. Plus précisément, on montre que

d
(7) (g — 9")(ts, r)lf"“p—f1 > ¢|J5| 67D,
Js T
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ou Js est un certain intervalle centré en 6 > 0 et de longueur = 5“5/&; < 0 et ts
une suite tendant vers 0. On renvoie & [10] pour un énoncé précis.

Pour ce faire, on utilise un changement d’échelle. On introduit les nouvelles va-
riables

(8) t=hs, r=hx g(t,r) =h"f(s,x).

Avec h = hP, Iéquation devient
292 2 Jrt
h*(0; — 0;)f + =0 fls=0=1/fo, Osfls=0=r1

xp—1

et (5) devient
folx) ~ a7 Z h*cpat? fi(z) ~ 277 1F Z h*dy kP

k>0 k>0
On se ramene alors & étudier des solutions de (9) dans un voisinage de s =0, z = 1.
Revenant a la notation habituelle ¢t pour la variable de temps, on s’est donc ramené
a étudier au voisinage de t = 0, x = xg # 0, un probleme de la forme

or
9) h? (07 — 0F)u + %(xvu) =0 up—o=1uo, OUjs—o=1u1

(10) uo(x) ~ Z R*a(z), up(x) ~ Z h*by(z)

k>0 k>0
avec F(z,u) = uP*t!/(p+ 1)zP~L. L’objectif est de montrer I'instabilité du probléme
(9)-
THEOREME 1.2. — Il existe une fonction t(h) qui tend vers zéro avec h et des familles
de données initiales u" = (ul,ul) et v" = (vB,vh) bornées dans C> sur lintervalle
{|lz — mo| < 7}, telles que les solutions u®, v° de (9) sont définies sur Q = {|x — zo| +
t<r,0<t<t(h)} et vérifient

(11) u =" =0h>®) et || = ") sy . 2 C

2. UN PEU D’OPTIQUE GEOMETRIQUE FORTEMENT NON
LINEAIRE

Les résultats classiques sur le probléeme de Cauchy montrent que (9) posséde une
unique solution réguliere sur un intervalle de longueur ~ h. L’objectif serait de
construire des solutions sur les temps d’ordre O(1). L’optique géométrique propose
de chercher des solutions de la forme
o(t, z)

h

(12) up(t,r) = U(t, ), Ult,z,0) ~ > hEU(t,c,0),

k>0
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ou les Ug(t, z,0) sont des fonctions régulieres, 2m-périodiques en 6, et ou la phase ¢
décrit les oscillations rapides dues au facteur h29? de 1’équation. Comme il n’y a pas
d’oscillations initiales on impose ¢(0,z) = 0.

Une littérature tres abondante est consacrée aux calculs de développements de ce
type pour des équations non linéaires et & leur justification (voir par exemple [17] [12],
[8] et leur bibliographie). Le régime standard de 'optique géométrique dite faiblement
non linéaire (cf. [7]) correspond & des solutions de la forme wu(t, z) = hU (¢, z, p/h) ou
a des non linéarités de la forme V (z)u+hF; (z,u). Cette situation est maintenant bien
comprise (cf. [8]). Dans le cas d’amplitudes supérieures (v = h*U(t,x,p/h), k < 1)
la situation est plus délicate. L’existence de solutions formelles ne peut avoir lieu
que sous certaines hypotheses de structure pour les équations (appelées conditions de
transparence dans [9], et qui, pour les équations quasi-linéaires correspondent & des
conditions de dégénérescence linéaire de la valeur propre, cf. [2]). Le point important
est que les conditions d’existence de solutions BKW ne garantissent pas leur stabilité.
En particulier, I’existence de solutions exactes ayant le développement formel trouvé
n’est pas garantie (cf. [9], [2]). C’est exactement le phénomene observé par G.Lebeau
pour les équations d’ondes (9). D’une part, il précise la construction de solutions
formelles esquissée dans [17] et d’autre part il montre leur instabilité.

En reportant (12) dans (9), on obtient la suite d’équations

(13) 0205Uo + Fl(x,Ug) =0,
(14) 0?95Ur + F/ ,(x,Uo)Ur + TOpUy = 0,
(15) 0*0jUx + F, ,(2,Uo)Us 4+ TOpUg—1 + OUp—2 + R (x,Up, ..., Up_1) = 0.

avec [ = 97 — 92,

(16) 0? = (8rp)® = (0:)?, T :=2¢,0; — 29,0, + Oy,

et Ry est une fonction lisse de ses arguments. On obtient de méme les conditions
initiales

(17) U (0,2,0) = ax(x),

(18) ©03(0,2)(9gUg)(0,2,0) + (0;Ug—1)(0,2,0) = bg(z) .

(on a utilisé que ¢(0,z) = 0).

THEOREME 2.1. — La suite d’équations (13)—(18) posséde une unique solution for-
melle (U, ) avec U = > hFUy,.

Pour la preuve, on renvoie & [10]. On esquisse ici le début de la construction, qui
est la détermination de ¢ et Uy. La grande différence avec I'optique faiblement non
linéaire est que ’équation « eikonale » pour ¢ est couplée a I’équation de transport
pour Uy (cf. aussi [14] dans le cas quasi linéaire).

1) Comme o est indépendant de 6, 'équation (13) est une équation différentielle
ordinaire en # dépendant des parametres o et x. Pour o et x fixés, les solutions
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dépendent de deux parametres. Fixer la période élimine un parametre. D’autre part,
Péquation est invariante par translation en 6. Les solutions 2w-périodiques de (13)
sont, donc

(19) Uo(t,z,0) = K (0,2,0 + O(t, z))

avec © une fonction déphasage arbitraire et K(o,z,0) = zo* DG (6), ot G est
l'unique solution 27-périodique de G” + GP = 0 vérifiant G'(0) = 0, G(0) > 0. Par
ailleurs, les données initiales (17) (18) déterminent O;p—g = 0j¢—o €t O;—o.
Remarque 2.2. — Dans le cas linéaire (ou faiblement non linéaire) (i.e. F, (z,Up) =
V(z)Uy, avec V > 0), toutes les solutions de (13) (i.e. une famille & deux parameétres)
ont la méme période qui vaut 27 si ¢ vérifie 'équation eikonale 02 = V. Dans le cas

fortement non linéaire, le paramétrage des solutions est radicalement différent : pour
tout o, il y a une famille & un parametre de solutions de période fixée.

2) L’équation (14) est une équation différentielle linéaire en § pour U; de la forme
LU, = —T9yUp ou L est le linéarisé de (13) en Up. L’invariance par translation de
(13) implique que £ a un noyau. Plus précisément £ est autoadjoint et a un noyau de
dimension un engendré par 9y K (o, z, -+ ©). L’équation (14) admet donc une solution
2m-périodique si et seulement si le membre de droite

—T0pUy = —(T + Z(@)ag)agK(U, x, -+ @)
est orthogonal au noyau. On a noté Z = 2¢,9; — 2¢!.0,.. Cela conduit & I’équation :
2
/ (TOpK + Z(©)9;K)(9pK) db = 0
0

ou encore, en notant

2m o
J(t,x) = %/O (0pK)?df = 51204/@1)/0 (96G(6))? db,

(20) 0y o0y — 000, J + O = 0.
Avec (16), on voit que ¢ est déterminée par les équations

{3tq = 9, (pJ)
atp = aﬂc (Q/‘]) ’

Comme on connait ¢|;—g = 0 et dyp—¢ par 'étape 1, on voit que ¢ est maintenant

(21) p=0zp, q=0pJ.

bien déterminée.
Notant £y 'opérateur L associé a © =0 et L ! son inverse partiel sur ker L3, on
a donc Ui (t,z,0) = Vi(t,z,0 + O(t,z)) avec

(22) Vi = MK — Ly (THK) — Z(©)Ly (05 K)

et A; une fonction arbitraire de (¢, x).
Les conditions initiales (17) (18) avec k = 1 déterminent A\;;—q et 0O 0.
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