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DECOMPOSITIONS A LA STEINBERG
SUR UNE CATEGORIE ADDITIVE

PAR AURELIEN DJAMENT, ANTOINE TOUZE ET CHRISTINE VESPA

REsuME. — Nous donnons une description des foncteurs simples a valeurs de dimensions finies
allant d’une petite catégorie additive dans la catégorie des espaces vectoriels sur un corps assez gros
(par exemple algébriquement clos). Cette description est analogue a des théorémes de décomposition
tensorielle de Steinberg en théorie des représentations des groupes. Nos résultats reposent sur la notion
de foncteur polynomial introduite par Eilenberg et MacLane. Nous en donnons des applications aux
représentations des groupes linéaires et aux propriétés de finitude des catégories de foncteurs.

ABSTRACT. — We give a description of simple functors taking finite-dimensional values, from a
small additive category to the category of vector spaces over a field which is big enough (for example
algebraically closed). This description is analogous to Steinberg’s tensor product theorems in group
representation theory. Our results are based on the notion of polynomial functor introduced by
Eilenberg and MacLane. We give applications to representations of general linear groups and to
finiteness properties of functor categories.

Introduction

Représentations des petites catégories. — Pour C une catégorie essentiellement petite et K un
corps commutatif, on considere la catégorie F(C; K) des foncteurs de C vers les K-espaces
vectoriels. Cette catégorie abélienne est analogue a celle des représentations K-linéaires d’un
groupe ou, plus généralement, d’un monoide (correspondant au cas d’ une catégorie C a un
seul objet), si bien qu’elle est également appelée catégorie des représentations K-linéaires
deC.

En topologie algébrique, les foncteurs entre catégories de modules sont notamment reliés
aux modules sur ’algébre de Steenrod [29, 34, 35, 36], a ’homologie de Hochschild topolo-
gique (THH) [45] ou a ’homologie stable des groupes [22, 5, 17, 15]. En théorie des repré-
sentations, les foncteurs additifs dune catégorie additive vers une catégorie abélienne sont
depuis longtemps utilisés de fagon systématique. Ils apparaissent par exemple dans ’étude
des représentations indécomposables des algébres de dimension finie, comme dans les tra-
vaux d’Auslander [2, 3] ou de Gabriel [26], ou dans 1’étude des propriétés de pureté pour les
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modules sur des anneaux généraux [33]. Plus récemment, I’étude de la catégorie F(FI; K),
ou FI est la catégorie des ensembles finis avec injections, liée aux représentations des groupes
symétriques, s’est avérée fructueuse — voir par exemple [11, 20].

Ainsi, il existe de profondes interactions entre la théorie des représentations des groupes
ou des monoides et celle des petites catégories. Une question centrale dans I’étude de la
catégorie F(C; K) est la suivante :

PROBLEME 1. — Comment décrire les objets simples de la catégorie abélienne F(C; K) ?

L’objectif premier de cet article est de répondre a cette question pour une catégorie source
additive, par exemple, la catégorie P(A4) des modules a gauche projectifs de type fini sur un
anneau A.

La proposition 7 ci-apres (page 432) rappelle les liens étroits existant entre foncteurs
simples de F(C; K) et représentations K-linéaires simples des groupes d’automorphismes des
objets de C, lorsque les ensembles de morphismes entre deux objets donnés de C sont finis. En
I’absence d’hypothése de finitude, de grandes difficultés structurelles, liées a des phénomeénes
sauvages, apparaissent pour les représentations des petites catégories, comme pour celles
des groupes ou des monoides. Ainsi, la grande majorité de cet article ne concerne que des
foncteurs de F(C; K) dont les valeurs sont des K-espaces vectoriels de dimensions finies.
Nous noterons FI(C; K) la sous-catégorie pleine de ces foncteurs. Lorsque les ensembles
de morphismes sont finis dans C, tous les foncteurs simples (ou, plus généralement, de type
fini) de F(C; K) appartiennent a F9(C; K), mais c’est loin d’étre le cas en général.

Dans toute la suite de 'introduction, A désigne une catégorie additive essentiellement petite
et K un corps commutatif, algébriquement clos. Cette derni¢re hypothése sur K est souvent
affaiblie pour les résultats donnés dans le corps de I’article, mais elle permet de simplifier
plusieurs énoncés de cette introduction.

Nos deux résultats principaux sur la structure des foncteurs simples de F(A; K) sont des
théorémes de décomposition tensorielle. Ils constituent des analogues de décompositions
tensorielles établies par R. Steinberg, dont nous rappelons maintenant les énoncés.

Deux théorémes classiques de décomposition tensorielle. — Dans [56], Steinberg démontre
qu’une représentation complexe M de dimension finie de SL,(Z) (n > 3) est simple si et
seulement si elle se décompose sous la forme :

(1) M~S®T

ou S est une représentation simple factorisant par un quotient fini SL, (Z/mZ) de SL,(Z)
et T est une représentation polynomiale simple. Une telle décomposition tensorielle est
alors unique. Des cas particuliers de cette décomposition tensorielle avaient été obtenus
préalablement par Bass-Milnor-Serre [4] et Serre [50]; les théorémes de super-rigidité de
Margulis [40, chap. VII, § 5] donnent des résultats nettement plus généraux en ce sens, a I’aide
de méthodes beaucoup plus complexes.

Un autre théoreme dil a Steinberg [55] concerne les groupes de Chevalley G(F,;) comme
GL,(Fy) ou SL,(F;), ot g = p” avec p premier. Plus précisément, si K contient F,, une
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représentation K-linéaire M de G(IF,) est simple si et seulement si elle se décompose comme
un produit tensoriel

®) M=MPeMP®--0MY,

ou les M; sont des représentations simples p-restreintes du groupe algébrique G(K), et
I'exposant ¥} indique que ’on a restreint la représentation M; le long du morphisme de
groupes G(F;) — G(K) induit par le plongement F, — K, x x?'. Dans le cas
de SL, (FF,) les représentations M; sont uniquement déterminées, dans celui de GL, (F,) elles
sont uniquement déterminées a tensorisation par des puissances du déterminant pres.

Décomposition tensorielle fonctorielle globale. — Notre premier résultat est un analogue
fonctoriel de la décomposition (1). Il raméne la compréhension des simples de F9(A4; K)
a celle de deux classes fondamentales de foncteurs.

La premiere, celle des foncteurs polynomiaux, fut introduite dés les années 1950 par Ei-
lenberg et MacLane [19] a des fins de topologie algébrique; elle est reliée a la notion de re-
présentation polynomiale des groupes linéaires. Les foncteurs polynomiaux constituent une
généralisation naturelle des foncteurs additifs (les foncteurs polynomiaux de degré 1 sont, a
un terme constant pres, les foncteurs additifs). Nous renvoyons le lecteur a la section 2 pour
plus de détails sur cette notion classique.

La deuxiéme classe fondamentale de foncteurs, celle des foncteurs antipolynomiaux, ne
semble pas avoir regu d’attention particuliére jusqu’a présent. Afin de la définir, nous intro-
duisons a la définition 4.1 la notion de catégorie K-triviale : c’est une petite catégorie ad-
ditive B telle que, pour tous objets x et y de B, le groupe abélien B(x, y) est fini et d’ordre
inversible dans K. Nous dirons qu’un foncteur de F(A; K) est antipolynomial s’l se factorise
a travers un foncteur additif A — B dont le but est une catégorie K-triviale (voir la défini-
tion 4.2).

Foncteurs polynomiaux et foncteurs antipolynomiaux forment deux classes de fonc-
teurs essentiellement disjointes : par la proposition 4.8, seuls les foncteurs constants sont
simultanément polynomiaux et antipolynomiaux. Le terme « antipolynomial » se justifie
par le fait que cette classe de foncteurs posséde des propriétés trés différentes des foncteurs
polynomiaux. Par exemple, les simples antipolynomiaux sont automatiquement a valeurs
de dimensions finies (voir la proposition 4.8) et leurs fonctions de dimensions sont — au
moins conjecturalement — des polyndmes d’exponentielles (voir la proposition 6.9 et la
conjecture 6.8), alors que les fonctions de dimensions des foncteurs polynomiaux simples
sont des polynomes.

Le résultat suivant montre qu’une large classe de foncteurs de F4(A; K) est construite &
partir des foncteurs polynomiaux et antipolynomaiux :

THEOREME 2 (corollaire 4.11). — Soit F un foncteur de longueur finie de FY(A; K). Alors
il existe un unique bifoncteur B de FY(A x A; K) qui est polynomial par rapport a la premiére
variable et antipolynomial par rapport a la seconde tel que F soit isomorphe a la composée de B
et de la diagonale A — A x A.

On en déduit notre premier théoréme fondamental sur la structure des foncteurs simples.
Dans cet énoncé, le produit tensoriel de foncteurs est pris sur K et se calcule au but :
(S ®T)(a) = S(a) ® T(a).
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