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GENRES DE TODD ET VALEURS AUX ENTIERS
DES DERIVEES DE FONCTIONS L

par Christophe SOULE

Le théoreme de Hirzebruch-Riemann-Roch calcule la caractéristique d’Euler-
Poincaré d’un fibré holomorphe E sur une variété complexe X projective et lisse :

(1) X(E) = /X ch(E) Td(TX).

Dans cette identité le genre de Todd Td(-) est la classe caractéristique multiplicative
associée a la série formelle

x x 2t
Td(z) = =14+ 24 2
@ ===yt m
que I'on peut aussi écrire
xm—i—l

ou ((s) est la fonction zéta de Riemann. Ce lien entre le genre de Todd et les valeurs
aux entiers de la fonction zéta peut paraitre fortuit. Mais analogue de I'égalité (1)
en géométrie d’Arakelov fait intervenir, en plus du genre de Todd classique, la classe
caractéristique additive associée a la série

m

R(z) = Z (2(’(m) + (1 + % +ot %)dm))%,

m>1
m impair

ou ('(s) est la dérivée de la fonction zéta. Et si les nombres rationnels ((—m) (au-
trement dit les nombres de Bernoulli) apparaissent dans de nombreux calculs, il est
par contre trés rare de rencontrer les nombres réels ('(—m) avec m impair. Le but
de cet exposé est de montrer comment, plus généralement, les avatars du genre de
Todd en géométrie d’Arakelov permettent d’obtenir des formules, nouvelles ou déja
connues, impliquant les valeurs aux entiers des dérivées des fonctions L de la théorie
des nombres. Si X est un schéma régulier, projectif sur un ouvert du spectre de 1’an-
neau des entiers d’un corps de nombres, muni d’une action du schéma en groupes G
des racines n-iemes de 'unité, n > 1, Kohler et Roessler ont démontré un analogue
équivariant du théoreme de Riemann-Roch en géométrie d’Arakelov. Ce «théoreme
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de Lefschetz arithmétique» [23] comporte aussi une correction au genre de Todd équi-
variant habituel. Ses coefficients sont donnés par les valeurs aux entiers négatifs de la
dérivée en s de la fonction zéta de Lerch définie, si Re(s) > 1, par la formule
Z’ITL
((z,8) = $,26C,|z|:1.

m>1

Si x est un caractere de Dirichlet modulo n, cette fonction est liée a la fonction L de

Dirichlet
L(x, s) = @
m>1
par une transformée de Fourier sur le groupe (Z/n)*. Par ailleurs, une formule célebre
de Chowla et Selberg (étendue par Gross [19], Anderson [1] et Colmez [12] aux variétés
abéliennes de type CM) calcule les périodes d’une courbe elliptique & multiplication
complexe & l'aide des dérivées a l'origine des fonctions L de Dirichlet [11].

Kohler et Roessler ont montré que leur théoreme de Lefschetz arithmétique fournit
une nouvelle preuve des formules de Chowla-Selberg, Gross, Anderson et Colmez (sans
retrouver cependant le calcul complet aux «mauvaises places»). Maillot et Roessler
[30] ont abordé le cas d’une variété quelconque sur un corps de nombres, munie d’une
action de G. Outre les résultats précédents, ils obtiennent un calcul des périodes du
groupe H?(X) quand X est une surface, et H%(X) quand X est une hypersurface de
dimension d. Leur résultat est la premiere confirmation, en dehors des variétés abé-
liennes, d’une conjecture de Gross et Deligne sur les motifs a multiplication complexe
[19].

Apres avoir introduit la géométrie d’Arakelov (§1) et énoncé les théoréemes de
Riemann-Roch (§2, Th. 2.1) et de Lefschetz arithmétiques (§3, Th. 3.1), nous montre-
rons, en suivant [29], que cette formule se simplifie énormément quand on applique
au complexe de De Rham d’une variété projective et lisse sur un corps de nombres
X, munie d’une action de G. Le résultat principal (§4, Th. 4.4) est une réécriture de
la transformée de Fourier de I'identité initiale. Il affirme qu’une certaine combinaison
LL/&’S)), ol y est
un caractere de Dirichlet impair et primitif modulo n. La section 5 détaille ce calcul,
et on discute dans la section 6 le cas d’une variété abélienne. On fait alors le lien
avec la conjecture de Gross et Deligne et avec la formule de Chowla-Selberg. 11 faut
toutefois signaler que les égalités ainsi obtenues ne sont pas aussi précises qu’on le

de logarithmes de périodes de X est un multiple entier explicite de

souhaiterait. Elles souffrent en effet d’'une ambiguité, due au fait que le complexe de
De Rham ne s’étend pas en général, de fagon équivariante, & un modele entier de X.
L’appendice donne par contre un exemple d’une courbe elliptique de type CM pour
laquelle la méthode fournit un résultat sans cette ambiguité.

Pour terminer, nous évoquerons brievement d’autres travaux reliant la géométrie
d’Arakelov aux valeurs des dérivées de fonctions L, y compris celles associées aux
formes modulaires [30] [25] [26]. C’est un domaine en plein essor.
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Je tiens a remercier Maillot et Roessler pour m’avoir beaucoup aidé a préparer cet
exposé. L’exemple traité en appendice leur est dii. Je remercie aussi Burgos et Kudla
pour leurs commentaires sur ce manuscrit.

Notation : si M est un groupe abélien et si K est un corps, on notera My le
K-espace vectoriel M ®yz K.

1. GEOMETRIE D’ARAKELOV

Dans cette section et la suivante nous décrivons les principales notions de la géo-
métrie d’Arakelov. Pour des exposés de synthése plus détaillés, voir [36] [35] [4] et
lexposé [8] de ce séminaire.

1.1. Appelons variété arithmétique la donnée d’'un schéma X régulier et projectif
sur S = Spec(Z). La conjugaison des coordonnées munit I’ensemble X (C) des points
complexes de X d’une involution Fo, : X(C) — X (C). Pour un entier p > 0 on note
ZP(X) le groupe des cycles algébriques de codimension p sur X, i.e. les combinaisons
formelles finies Y ng Zo, Mo € Z, ol les Z, C X sont des fermés de codimension p

dans X. On notg aussi DPP(Xg) (resp. APP(XR)) lespace vectoriel réel des courants
réels (resp. des formes différentielles réelles) de type (p,p) sur X (C) sur lesquel(le)s
FZ agit par multiplication par (—1)P. Un courant de Green pour le cycle Z € ZP(X)
est un élément g de DP~1P~1(Xp) tel que

(2) dd°g+6; = w,

ou w € APP(XR), dz € DPP(XR) est le courant d’intégration sur les points complexes
de Z , et dd° = ﬁ 00 . Le groupe de Chow arithmétique 6ﬁp(X) est engendré par les
couples (Z,g),ou Z € ZP(X) et g est un courant de Greende Z. On a (Z, g)+(Z',¢') =
(Z+4+Z',g+¢') et on impose les relations

(div(f), —log|f|* + du + dv) = 0

dans 6ﬁp(X), ol u (resp. v) est un courant de type (p—2,p—1) (resp. (p—1,p—2))
et f € k(Y)* est n’importe quelle fonction rationnelle non nulle sur un sous-schéma
fermé intégre Y C X de codimension p — 1. Le cycle div(f) est le diviseur de f et
—log|f|* est le courant obtenu en associant a toute forme différentielle sur X (C)
I'intégrale sur Y (C) de son produit avec la fonction intégrable — log | f|?.

A tout morphisme algébrique f : X — Y entre variétés arithmétiques sont associés
des morphismes d’image inverse

F*:CH (V) — CH (X).
De plus, il existe un produit d’intersection arithmétique

CH'(X) ® CH'(X) — CH "(X)q.
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——p+
Ce produit est compatible aux images inverses. On notera qu’au lieu de CH q(X o
on peut aussi considérer, et c’est plus naturel, le Q-espace vectoriel défini de la méme

—pt
fagon que cH’ q(X ) mais en prenant pour générateurs les couples (Z,g), ou Z €
ZPT(X)g et g € DPTI=Lr+ra=1(Xg) est un courant de Green de Z. De méme pour

les espaces vectoriels ci’ (X)k utilisés plus loin.

1.2. Un fibré hermitien sur X est la donnée d'un couple £ = (E,h), ot F est un
fibré algébrique sur X et h une métrique hermitienne C'*° sur le fibré holomorphe
E¢ sur X(C) associé & E, cette métrique étant invariante par Fn,. On peut associer
A tout fibré hermitien F des classes caractéristiques telles que les classes de Chern
é(E) € Gﬁp(X), le caractere de Chern

~

h(E) e CH (X)g = @ CH (X)g

p=0
et la classe de Todd
Td(E) € CH (X)g.

Si par exemple L = det(FE) est la puissance extérieure maximale de FE, la premiere
classe de Chern

&1(E) = &1(L) € CH (X)

est la classe du couple (div(s), — log ||s]|?), ot s est n’importe quelle section rationnelle
non nulle de s sur X et ||s|| la norme de cette section.

Ces classes caractéristiques vérifient les propriétés usuelles de fonctorialité, norma-
lisation et comportement par produit tensoriel. Si E = E' @ E” est la somme directe
de deux fibrés algébriques et si la métrique sur E¢ est la somme directe orthogonale
des métriques sur E( et Ef on a

et
Td(E) = Td(E') Td(E").
Mais ces formules ne sont plus valables en général pour une suite exacte

0—>FE —-FE—E' -0,

et ce quel que soit le choix des métriques sur les trois fibrés.

ASTERISQUE 311



(955) GENRES DE TODD ET DERIVEES DE FONCTIONS L 79

2. THEOREME DE RIEMANN-ROCH ARITHMETIQUE

2.1. Soit X une variété arithmétique. On définit comme suit une application Q-linéaire
d’intégration sur X

/ . CH (X)o — R.
X
L’image de la classe o d’un couple (Z, g) est nulle sauf si Z = > n, x est un cycle de

x
dimension zéro et g est un courant de degré maximum sur X (C), auquel cas

/X o= zz:nz log(#k(z)) + %/X

On a noté #k(x) le cardinal du corps résiduel au point fermé 2 € X (un corps fini),
et défini 'intégrale de g comme étant celle d’une forme cohomologue a ce courant. Le

g
©

morphisme
—1
/ :CH (S)—R
s
est un isomorphisme.

2.2. Soit M un Z-module de type fini et h un produit scalaire hermitien sur Mc,
invariant par la conjugaison complexe. On pose
deg(01) = [ ea(der(41)).
S

Si Miors est le sous-groupe de torsion de M et si Mg est muni de la mesure euclidienne
définie par h, on a

d/eTg(M) = log(#Miors) — log vol (%) .

2.3. Soit X une variété arithmétique et hx une métrique hermitienne sur le fibré
tangent T'X (C), invariante par Fi,. Notons wp € A1(Xg) la forme telle que

wo = i 3 hx (%, a%ﬁ) dzo dZs
o,
pour tout choix d’une carte locale (z,) sur X(C). On suppose que hx est Kéhler,
c’est-a-dire dwy = 0.
Si E est un fibré hermitien sur X, les groupes de cohomologie H?(X, E) sont de
type fini. Pour tout entier ¢ > 0, 'espace vectoriel complexe

HY(X, E)e = H(X(C), Ec)

est canoniquement isomorphe a celui des formes différentielles harmoniques de type
(0,q) sur Ec. On note A% (X (C), Ec) l'espace vectoriel de toutes les différentielles
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