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THEORIE DES TYPES DEPENDANTS
ET AXIOME D’UNIVALENCE

par Thierry COQUAND

INTRODUCTION

Le but de cet exposé est de présenter ’axiome d’univalence de V. Voevodsky
ainsi que son programme pour fonder les mathématiques non sur la théorie des en-
sembles [5], mais sur une théorie des types qui utilise de maniére essentielle la notion
de types dépendants.

Ce programme repose sur la stratification suivante des objets mathématiques. Le
niveau de base est celui des ensembles. On peut considérer & ce niveau les structures
algébriques (groupes, anneaux, modules, ...) ou les structures d’ordre par exemple
et il est possible de parler de structures initiales, qui sont uniques a isomorphisme
prés. Le niveau suivant est celui des groupoides™). A ce niveau se situe la notion
de catégorie qui sera décrite ici comme une structure au niveau des groupoides (et
qui correspond & la notion de structure d’ordre au niveau des ensembles). La notion
d’isomorphisme est remplacée par la notion d’équivalence catégorique. En continuant
cette stratification, on arrive 4 la vision que les objets mathématiques consistent en des
n-groupoides de niveau arbitraire et des structures sur ces n-groupoides. En prenant
en compte la correspondance envisagée par Grothendieck entre les co-groupoides et
les types d’homotopies [15], on peut reformuler cette description en disant que les
mathématiques consistent en l’analyse de structures sur les types d’homotopie.

La remarque suivante, due a Voevodsky, est que les objets mathématiques obéissent
a des lois uniformes par rapport a cette stratification. De plus, et de maniére inatten-
due, ces lois sont décrites avantageusement par la théorie des types dépendants, théorie
développée pour la représentation formelle des preuves mathématiques [8, 13, 14].

(1) On considére usuellement que le niveau suivant est celui des catégories, comme par exemple dans
le papier de Makkai [24] qui a influencé les travaux présentés ici. Une des contributions de Voevodsky
est de reconnaitre que la notion de groupoide est en fait plus fondamentale que celle de catégorie.
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En fait, on verra qu’a partir de lois purement logiques de 1’égalité, en particulier la
loi 2.1 mise en évidence par Martin-Lo6f [25], tout type a automatiquement une struc-
ture d’oco-groupoide. Cette interprétation permet a son tour de formuler de nouvelles
lois logiques pour 1’égalité, et en particulier 1’aziome d’univalence, qui est une vaste
généralisation de I’axiome d’extensionalité, et qui suggére une meilleure représentation
formelle des concepts mathématiques dans la théorie des types.

Pour introduire la théorie des types dépendants, je commence par une présentation
rapide de la logique d’ordre supérieur. Ce systéme est essentiellement celui utilisé par
T.C. Hales pour vérifier formellement sa preuve de la conjecture de Kepler [16]. C’est
aussi la logique qui correspond & la notion de « topos élémentaire », de Lawvere
et Tierney [9]. Le calcul mis au point par Voevodsky en est une extension. Deux
axiomes de la logique d’ordre supérieur jouent un role clef : 'axiome de ’extensionalité
pour les propositions (« deux propositions équivalentes sont égales »), dont I’axiome
d’univalence est une généralisation directe, et ’axiome de description qui permet de
nommer un objet si cet objet est défini de maniére unique. Ce dernier axiome devient
prouvable dans le systéme de Voeovodsky qui en contient une vaste généralisation.

Un aspect inhabituel de ce papier, de méme que pour le texte [29] et le livre [28],
est qu’il consiste essentiellement en un commentaire informel d’un texte formalisé. En
fait la plupart des résultats qui sont présentés ici ont d’abord été exprimés directement
de maniére formelle [29, 1].

1. LOGIQUE D’ORDRE SUPERIEUR

1.1. Types et termes

Ce systéme logique, d’une structure simple et naturelle [10, 16|, servira d’intro-
duction & la théorie des types dépendants. On classifie les termes de cette logique par
des types, et les propositions sont des termes d’un type particulier. On donne ensuite
les régles de déduction, qui décrivent quand une proposition est prouvable.

Les types de base sont le type des propositions bool et le type des individus I. Si A
et B sont des types, on peut former le type A — B des fonctions du type A dans le
type B. Par exemple, I — I sera le type des fonctions, alors que I — bool sera le
type des prédicats sur le type I. Le type des quantificateurs sera (I — bool) — bool.

On notera u: A pour exprimer le fait que u est un terme de type A. Pour former les
termes du calcul d’un type donné, on dispose des opérations suivantes. Si t: A — B
et u: A, on peut appliquer t & u et obtenir le terme ¢(u) de type B. Si t est de type
Ay — (A2 — B) on notera t(u1, ug) pour (t(u1))(uz). Sit est un terme de type B, qui
peut faire référence & la variable z de type A, on peut introduire une fonction f de
type A — B et définie par le schéma f(z) =t. On a alors f(u) = (u/z)t si u est un
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terme de type A et (u/x)t dénote l'opération de substitution de la variable z par u
dans le terme ¢.

Les propositions sont les termes de type bool, qui sont formés a partir des connec-
teurs usuels, constantes V, A, —® de type bool — (bool — bool) et = : bool — bool,
et des quantificateurs V,3, constantes de type (A — bool) — bool. La différence
avec le calcul des prédicats ordinaire est que 1’on peut quantifier sur des fonctions,
fonctionnelles, ... En particulier, si ¢ et u sont deux termes de type A on peut former

Eq(t,u) = (VP: A — bool)(P(t) — P(u))

qui est un terme de type bool (une proposition) exprimant que toute propriété de ¢
est aussi vérifiée pour u. Ceci définit de maniére interne la relation d’égalité.

Le systéme comporte finalement des régles de déduction qui permettent d’affirmer
qu’une proposition est prouvable. La version utilisée par T.C. Hales [16] utilise les
lois de la logique classique. Ce systéme a une sémantique naturelle dans la théorie des
ensembles en interprétant bool par I’ensemble {0,1} et le type des individus I par
un ensemble quelconque. Il existe aussi des versions intuitionnistes qui correspondent
exactement & la logique des topos élémentaires [9] et oi bool correspond a 'objet des
valeurs de vérités du topos.

1.2. Axiomes d’extensionalité

L’aziome d’extensionalité est le premier axiome de la théorie des ensembles [5].
Il énonce que deux ensembles sont égaux dés qu’ils ont les mémes éléments. Dans le
systéme de Church, cet axiome se présente sous deux formes indépendantes. L’axiome
d’extensionalité pour les fonctions déclare que deux fonctions qui sont égales en tout
point sont égales

((Vz: A)Bap(f(x),9(x))) — Eqs_p(f,9)-

L’axiome d’extensionalité pour les propositions énoncent que deux propositions qui
sont équivalentes sont égales

(P = Q) A (Q— P)) = Eapoa (P Q).

L’axiome d’univalence est une généralisation de ce deuxiéme énoncé et, ainsi généra-

lisé, il entraine I’axiome d’extensionalité pour les fonctions.

(2) Nous utilisons le méme symbole — pour I’implication logique et le type des fonctions, et ces deux
notions seront identifiées dans la théorie des types dépendants.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2015



