ASTERISQUE

SEMINAIRE BOURBAKI
VOLUME 2015/2016
EXPOSE N° 1116

Nalini ANANTHARAMAN

Topologie des hypersurfaces nodales

de fonctions aléatoires gaussiennes

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

Publié avec le concours du CENTRE NATIONAL DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE



Astérisque est un périodique de la Société Mathématique de France.

Numéro 390

Comité de rédaction

Ahmed ABBES
Viviane BALADI
Laurent BERGER
Philippe BIANE
Héléne ESNAULT

Philippe EYSSIDIEUX
Damien GABORIAU
Michael HARRIS
Fabrice PLANCHON
Pierre SCHAPIRA

Eric VASSEROT (dir.)

Diffusion
Maison de la SMF AMS
Case 916 - Luminy P.O. Box 6248

13288 Marseille Cedex 9 Providence RI 02940
France USA

christian.smf@cirm-math.fr WWW.ams.org

Tarifs

Vente au numéro: 65 € ($97)
Abonnement électronique : 500 € ($750)
Abonnement avec supplément papier : 657 €, hors Europe : 699 € ($1049)

Des conditions spéciales sont accordées aux membres de la SMF.

Secrétariat : Nathalie Christiaén
Astérisque
Société Mathématique de France
Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre et Marie Curie
75231 Paris Cedex 05, France
Tél: (33) 01 44 27 67 99 e Fax: (33) 01 40 46 90 96

astsmf@ihp.fr e http://smf.emath.fr/

© Société Mathématique de France 2017

Tous droits réservés (article L 122—4 du Code de la propriété intellectuelle). Toute représentation ou
reproduction intégrale ou partielle faite sans le consentement de l’éditeur est illicite. Cette représen-
tation ou reproduction par quelque procédé que ce soit constituerait une contrefagon sanctionnée par
les articles L 335-2 et suivants du CPI.

ISSN : print 0303-1179, electronic 2492-5926
ISBN 978-2-85629-855-8

Directeur de la publication: Stéphane Seuret







Séminaire BOURBAKI Juin 2016
68° année, 2015-2016, n° 1116, p. 369 a 408

TOPOLOGIE DES HYPERSURFACES NODALES
DE FONCTIONS ALEATOIRES GAUSSIENNES
[d’apreés Nazarov et Sodin, Gayet et Welschinger]

par Nalini ANANTHARAMAN

INTRODUCTION

Depuis ’expérience de Chladni & la fin du XVIII® siécle, les lignes nodales des fonc-
tions propres du laplacien fascinent : la maniére dont leur forme varie en fonction de
la fréquence est une énigme pour les mathématiciens. Une quantité aussi élémentaire
que le nombre de composantes connexes des ensembles nodaux reste difficile d’acces,
et constitue le sujet de cet exposé. Plagons-nous par exemple sur une variété rieman-
nienne compacte connexe M. Ordonnons les valeurs propres du laplacien, répétées
avec multiplicité, en une suite \p = 0 < Ay < A < -+ < A, < -+ qui tend vers
linfini, et notons (¢, )nen une base orthonormée de L?(M,R) formée de fonctions
propres associées. On notera Zy, le lieu d’annulation de 1, appelé aussi ensemble
nodal de 1, ; les domaines nodaux sont les composantes connexes de M \ Zy,,. Cou-
rant a démontré dans les années 1920 que le nombre de domaines nodaux de v, est
inférieur ou égal & n. Mais on sait dés Darticle de Pleijel [61] que cette borne ne
peut étre atteinte que pour un nombre fini de n : le lecteur intéressé pourra consulter
Particle d’exposition [10] qui contient, entre autres, la description des cas d’égalité
pour certaines géométries simples. En fait il n’est méme pas vrai que le nombre de
domaines nodaux doive tendre vers Uinfini avec n [75, 48, 3, 4]. On renvoie aux articles
[36, 37, 86] pour des résultats récents permettant, sous des hypothéses trés particu-
lieres, d’affirmer lexistence d’une sous-suite (ny) telle que le nombre de domaines
nodaux de (¢, ) tende vers l'infini.

Un autre domaine ot I’étude du lieu des zéros occupe une place centrale est évi-
demment la géométrie algébrique. Les variétés projectives sont définies comme lieu
des zéros de polyndmes homogénes. Dans le cas des points complexes, la topologie du
lieu des zéros offre peu de mystéres, du moins en codimension 1 : les hypersurfaces non
singuliéres de degré donné d de CPY sont toutes isotopes, donc difféomorphes entre
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elles. Leurs nombres de Betti sont les mémes que ceux de CPV, sauf le (N — 1)-iéme
qui est un polyndéme explicite en le degré d, de la forme d™ + O(d™¥~1). Les preuves
de ces faits bien connus depuis le célébre travail fondateur de Lefschetz sont repro-
duites, par exemple, dans [45] §4, [60, 59], et les lemmes 2 et 3 de [27]. Dans le cas
simple de N = 1, I’« hypersurface » n’est autre que I’ensemble des racines d’un po-
lynéme de degré d a une variable, et, donc, posséde génériquement d éléments. Dans
le domaine réel, la situation est plus compliquée : le nombre de racines réelles d’un
polyndme de degré d a coefficients réels peut varier entre 0 et d, en ayant la méme pa-
rité que d. La question reste énigmatique déja a partir de N = 2, si on la pose comme
dans la premiére partie du 16-éme probléme de Hilbert, c’est-a-dire comme ’étude
de l’arrangement dans RPY de I’ensemble des points réels d’une hypersurface réelle
non singuliére en fonction de son degré. Si on se restreint au probléme du nombre de
composantes connexes, la situation ne s’améliore que peu : la borne optimale n’est
connue que pour d < 3 avec N quelconque, N < 2 pour tout d (Harnack obtient
alors la borne optimale de 3(d —1)(d — 2) + 1 composantes connexes [32,42]), N = 3
et d = 4 [40]. Les articles [41, 57| tentent de s’approcher de la borne supérieure de 25
composantes connexes obtenues par Petrovskil et Oleinik [60, 58] pour N = 3,d = 5.
En général, grace d’un coté a la théorie de Smith [73] et la théorie de Morse [80, 51],
et de 'autre coté a la méthode de patchwork de Viro [83, 5], on sait que pour N fixé

le nombre maximal de composantes connexes grandit en fonction de d comme ayd” .

Une autre maniére d’envisager ces questions est de considérer des polynoémes ou
des fonctions propres aléatoires, et de s’interroger d’un point de vue statistique sur
les propriétés du lieu de leurs zéros. Plus généralement, on peut formuler la question

suivante :

Soit S un espace de fonctions sur une variété riemannienne M, muni d’une mesure
de probabilité. Que peut-on dire statistiguement sur les propriétés topologiques du lieu
des zéros d’une fonction de &/ ?

La réponse dépend bien siir de la mesure de probabilité choisie, et n’a de sens que
si cette mesure parait quelque peu naturelle.

Le théoréeme 3.6 de ce texte, tiré de article [54], concerne comme cas particu-
liers la plupart des exemples de cette introduction. Il traite le probléme dans un cadre
asymptotique, sous des hypothéses trés précises que nous énoncerons en temps voulu :
soit (1) une famille de sous-espaces vectoriels de dimension finie de C°(M), indexée
par un parameétre L qui tend vers I'infini. On suppose que dim &/, g +00. Chaque

espace ¢/, est muni d’une mesure de probabilité. Quelles sont les propriétés statis-
tiques du lieu des zéros Zy d’une fonction f € ¢4 dans la limite L — +00? Que
peut-on dire, par exemple, sur la loi du nombre de composantes connexes de Z¢ 7
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