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PARAMETRISATION D'ORBITES DANS LES NAPPES DE DIXMIER

ADMISSIBLES

Hubert RUBENTHALER
I.R.MsA., 7, rue René Descartes
67084 Strasbourg Cedex, France

Résumé : Ncus montrons que dans les algébres de Lie semi-simples complexes,
certaines nappes de Dixmier dites admissibles, admettent une section
de leurs orbites qui est un espace affine,

Ceci généralise la section de Kostant des éléments réguliers.

Abstract: We show that in a complex semi-simple Lie algebra, suitable Dixmier
sheets (so called admissible) admit a section of their orbits which
18 an affine space.

This is a generalization of Kostant's section of the regular elements.
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Hubert RUBENTHALER .

1. Sous-algébres paraboliques et espaces préhomogénes associés.

Soient ¢ une algébre de Lie semi-simple complexe, Y une sous-algébre
de Cartan de ¢ » R 1le systéme de racines de la paire (g .y) , ¥ une tase de
R fixée une fois pour toutes et @ wune partie de § . On désigne par 99
1'orthogonal de 6 :

b= (X€Y, a(X) =0 Ya €0} .

Dans 1y, on distingue 1'élément #®  aéfini par les équations a(He) =0 si
a€o et o) =2 si a€ y-6.

Pour p € Z , on pose
a,(6) = (x€ g, (8%, %] = 2%} .

On vérifie trivialement que [di(e) ,dj(e)] c di+j(e) , Cce qui montre qu'on a
ainsi obteru une Z -graduation.

L'espace do(e) , que nous noterons désormais L. , est une sous-algébre

(:]
réductive de ¢ , qui opére par 1'action adjointe dans chacun des di(e) « Nous

noterons Le le sous-groupe connexe du groupe adjoint G de ¢ correspondant

a Le . La représentation précédente de LB dans chacun des di(e) provient
évidemment d'une représentation de Le dans les di(e) « Ces représentations sont
notées (ze 'di(e)) et (Le ,di(e)) .

On sait (Vinberg) que ces représentations sont préhomogénes, c'est-a-dire que
1'action de Le dans di(e) admet une orbite Zariski ouverte. Pour tout ce qui
concerne de tels espaces préhomogénes (qui sont dits de type parabolique) nous

renvoyons a [9] ou [10] . Posons

+ -
d d .
ng= I P(S) » omg= I p(e)
p21 ps-1
Alors ve = Le + n; est la sous-algébre parabolique standard associée & @ .
Son radical nilpotent est n; et son radical résoluble est re = 98 + ng .

L algébre Le est une sous-algébre de Lévi de pe .

La représentation (ze .d1(6)) est irréductible si et seulement si la sous-algébre
Py est maximale, c'est-d-dire si et seulement si Card(y -8) =1 (ce résultat

est classique, voir par exemple [9]) .

On sait que les espaces préhomogénes intéressants (ceux qui, par exemple, possédent
une fonction z2ta associée) sont les espaces préhamogénes dits réguliers, ce qui

signifie que le sous-groupe d'isotropie de la grosse orbite est réductif.
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Le critére important de régularité est le suivant :
THEOREME 1.1. ([93,(10])

Supposons que Card(y -8) = 1 .

Alors 1'espace préhomogéne (le , d1(e)) est régulier si et seulement si il existe
X€d.(0) et YE d_ () tels que (v, B9, X) soit un sy

~triplet,

2

2, Parties admissibles et sous-algébres associées.

Ce paragraphe constitue un rappel des résultats de l'article [117 auquel nous

renvoyons pour les démcnstrations.

Si m est une partie de y nous désignerons par <m> 1l'ensemble des racines qui
sont combinaison linéaire d'éléments de m . On pose également <ant=rR*n<m> et
<> =R N<m> , o) RY et R™ sont respectivement les racines positives et

Y ll

négatives, Si Yy € R on désigne par ¢ espace radiciel usuel correspondant a

y et par Hy la coracine habituelle.

Nous identifierons toute partie de § a4 un sous-graphe du graphe de Dynkin de ¢ .
I1 est alors possible de parler des composantes connexes d'une telle partie, Si
@ € ¥ -0, nous noterons y_la composante comnexe de 8 U {«] contenant o .
soit 6 =y -f{a} . Soit £ = T C.H + T A

@ @ @ YW, Y ¥é<e >

Soient
n; = -'-Z + O n; = Z ¢
< - < -o -
o ¥ ta> <ea> o ¥E ta> <ea>
On pose d.(6 ) =d,(8) N n' et on définit 1'élément H° € T C.H par les
1o 1 Ba o vey Y
! o

équations a(H:) =2 et y(H:) = 0 lorsque Yy € 8y * Il est évident que

a,(8) = (x€ n;a CUH LK - )

Lorsque la sous-algébre p, n'est pas maximale (Card(y -0)#1) 1a

décomposition de la représentation (Le , d1(e)) s'obtient comme ‘suit.

PROPOSITION 2.1,

6
o a -4

a) g(ga) = n; +4,. + n; est une algdbre de Lie semi-simple de graphe

de Dynkin 'u .

b) Py = Ly +n; est une sous-algébre parabolique maximale de ‘(ﬁa) .
a a o

c) Soit @ = ¢g.@..d g la décamposition de g en idéaux simples et soit
1 n
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R = R@...@ Rn la décomposition correspondante de R , Soit I

1'ensemble des indices i tels que Ri n (j-e) =@ o On _a alors

te=(®q)®( T ¢ )

i€ o£Y¥-8 o
(1a somme des !,e n'étant pas directe).
o
d) d.(8) = @ d.(e ) (somme directe) et chaque d_ (8 ) est 4_-stable
1 1 1V — T ——
oky-9
et irréductible sous l'action de Le (donc a fortiori irréductible
o

sous l'action de LB ) .

e) Les éléments Hg (¢ € y-8) forment une base de 9y

Soit (ze,d,!(e)) un espace préhomogéne de type parabolique dans une
algébre de Lie semi-simple ¢ . Nous allons nous intéresser aux parties @ de

¥ telles que pour tout o € y-8 , 1'espace préhomogéne (ze ,d.‘(ea)) soit

régulier. Autrement dit, nous considérons les espaces préhomogénes (Le,d1(e))
dent toutes les composantes irréductibles sont réguliéres (ce qui n'est pas le

cas en général lorsque (Le,d,'(e)) est régulier).

Introduisons quelques notations. Soit R 1'ensemble des restrictions
non nulles des élémerts de R a !‘;e . Les éléments de R seront appelés racines
restreintes. Si a € R nous noterons a sa restriction a 9g =+ Une racine
restreinte @ sera dite non divisible si elle n'est pas de la forme
cy(c€Z,c>1,vy€ER) . Nous désignerons par R 1'ensemble des racines

nd
restreintes non divisibles,

Si a € R, nous poserons ¢* = (X € g , [H,X] = q(H)X ¥V HE 9ol -
De ce fait, si o € y-0 , on a d'l(ea) = ¢ .

Au vu du théoréme 1,1, et de ce qui précéde, on est amené A poser la

définition suivante :

DEFINITION 2.2,
Une partie © est dite admissible si pour tout o € y-8 , il existe

X_€ ¢, x _€ ¢ tels que (X o H: . X_) soit un st-triylet .

a - - a

On remarque immédiatement d'aprés la définition que 8 est admissible

si et seulement si pour tout o € §-8 , ea est admissible dans *a .

Autrement dit, la classification des parties admissibles se raméne & la classifi-
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