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FUNCTIONAL CALCULUS FOR FIRST ORDER
SYSTEMS OF DIRAC TYPE AND BOUNDARY VALUE

PROBLEMS

Pascal Auscher, Sebastian Stahlhut

Abstract. — This memoir contains two articles.
1) In A priori estimates for boundary value elliptic problems via first order sys-

tems, we prove a number of a priori estimates for weak solutions of elliptic equations
or systems with vertically independent coefficients in the upper-half space. These
estimates are designed towards applications to boundary value problems of Dirichlet
and Neumann type in various topologies. We work in classes of solutions which in-
clude the energy solutions. For those solutions, we use a description using the first
order systems satisfied by their conormal gradients and the theory of Hardy spaces
associated with such systems but the method also allows us to design solutions which
are not necessarily energy solutions. We obtain precise comparisons between square
functions, non-tangential maximal functions and norms of boundary trace. The main
thesis is that the range of exponents for such results is related to when those Hardy
spaces (which could be abstract spaces) are identified to concrete spaces of tempered
distributions. We consider some adapted non-tangential sharp functions and prove
comparisons with square functions. We obtain boundedness results for layer poten-
tials, boundary behavior, in particular strong limits, which is new, and jump relations.
One application is an extrapolation for solvability “à la Šnĕıberg”. Another one is sta-
bility of solvability in perturbing the coefficients in L∞ without further assumptions.
We stress that our results do not require De Giorgi-Nash assumptions, and we improve
the available ones when we do so.

2) In Lp-Lq theory for holomorphic functions of perturbed first order Dirac opera-
tors, the aim is to prove Lp-Lq off-diagonal estimates and Lp-Lq boundedness for op-
erators in the functional calculus of certain perturbed first order differential operators
of Dirac type for with p ≤ q in a certain range of exponents. We describe the Lp-Lq

off-diagonal estimates and the Lp-Lq boundedness in terms of the decay properties of
the related holomorphic functions and give a necessary condition for Lp-Lq bound-
edness. Applications to Hardy-Littlewood-Sobolev estimates for fractional operators
will be given.

c© Mémoires de la Société Mathématique de France 144, SMF 2016
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Résumé (Calcul fonctionnel des systèmes du premier ordre de type Dirac et problèmes
aux limites)

Ce mémoire comporte deux articles.
1) Dans Estimations a priori pour les problèmes aux limites elliptiques via des sys-

tèmes du premier ordre, on démontre un certain nombre d’estimations a priori pour
les solutions faibles d’équations ou systèmes elliptiques sur le demi-espace dont les
coefficients sont indépendents de la variable verticale. Ces estimations s’appliquent
aux problèmes de Dirichlet ou de von Neumann dans des topologies variées. Nous
considérons des classes de solutions comprenant les solutions d’énergie. Pour ces solu-
tions, on utilise une approche par réduction à un système du premier ordre vérifié
par le gradient conormal et une théorie des espaces de Hardy associés à ces systèmes.
La méthode permet aussi de construire d’autres types de solutions. On obtient des
comparaisons précises entre les normes de certaines fonctions d’aire, de certaines fonc-
tions non-tangentielles maximales et de la trace des solutions du système. La thèse du
mémoire est que l’ensemble des exposants pour lesquels on obtient ces comparaisons
est relié à celui pour lesquels les espaces de Hardy associés (qui pourraient n’être que
des espaces abstraits) sont identifiés à des espaces concrets dans les distributions tem-
pérées. On compare aussi les normes des fonctions maximales dièses non-tangentielles
à celle des fonctions d’aire. On obtient en particulier des résultats de continuité pour
les opérateurs de simple et double couche généralisés, leur comportement au bord
dans des topologies fortes, ce qui est nouveau, et les relations de saut. Une des appli-
cations est un résultat d’extrapolation locale « à la Šnĕıberg » pour la résolubilité de
nos équations elliptiques. Une autre est la stabilité de la résolubilité par perturbations
dans L∞ des coefficients. On observe que nos résultats n’utilisent pas la régularité lo-
cale des solutions (i.e., les conditions de DeGiorgi-Nash) et, lorsque nous la supposons,
nous améliorons les résultats existants.

2) Dans Théorie Lp-Lq pour le calcul holomorphe d’opérateurs de Dirac perturbés,
notre objectif est de démontrer des estimations de continuité hors diagonale Lp-Lq

pour des opérateurs dans le calcul fonctionnel de certains opérateurs différentiels de
type Dirac avec p ≤ q dans un certain intervalle d’exposants. Nous donnons des
conditions suffisantes et des conditions nécessaires pour obtenir de telles estimations.
Une application à des inégalités de type Hardy-Littlewood-Sobolev pour les puissances
fractionnaires est donnée.
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