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NOUVEAUX THEOREMES D’ISOGENIE

Eric Gaudron, Gaél Rémond

Résumé. — Etant donné une extension de type fini K du corps des nombres rationnels
et une variété abélienne C sur K, nous considérons la classe de toutes les variétés
abéliennes sur K isogénes (sur K) & une sous-variété abélienne d’une puissance de C.
Nous expliquons comment définir, dans cette classe et de maniére naturelle, une variété
abélienne C” dont 'anneau des endomorphismes controle toutes les isogénies entre
éléments de la classe, au sens suivant : si d désigne le discriminant de ’anneau des
endomorphismes de C” alors, pour tout couple de variétés abéliennes isogénes dans
la classe, il existe une isogénie entre elles dont le noyau est d’exposant au plus d. En
outre, nous montrons que ce nombre d permet de majorer plusieurs invariants attachés
4 un élément quelconque A de la classe, comme le plus petit degré d’une polarisation
sur A, le discriminant de son anneau d’endomorphismes ou le cardinal de la partie
invariante sous Galois du groupe de Brauer géométrique de A. Lorsque K est un corps
de nombres, le théoréme des périodes appliqué & C” et a sa période canonique fournit
une borne explicite pour d en termes du degré de K, de la dimension de C” et de
la hauteur de Faltings de C. Nous en déduisons donc des majorations explicites des
quantités mentionnées ci-dessus pour les isogénies, polarisations, endomorphismes et
groupes de Brauer, qui améliorent considérablement les résultats antérieurs.

Abstract (New isogeny theorems). — Given a finitely generated field extension K of
the rational numbers and an abelian variety C' over K, we consider the class of all
abelian varieties over K which are isogenous (over K) to an abelian subvariety of a
power of C. We show that there is a single, naturally constructed abelian variety C°
in the class whose ring of endomorphisms controls all isogenies in the class. Precisely,
this means that if d is the discriminant of this ring then for any pair of isogenous
abelian varieties in the class there exists an isogeny between them whose kernel has
exponent at most d. Furthermore we prove that, for any element A in the class, the
same number d governs several invariants attached to A such as the smallest degree
of a polarisation on A, the discriminant of its ring of endomorphisms or the size of
the invariant part of its geometric Brauer group. All these are bounded only in terms
of d and the dimension of A. In the case where K is a number field we can go further
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and show that the period theorem applies to C” in a natural way and gives an explicit
bound for d in terms of the degree of K, the dimension of C” and the stable Faltings
height of C'. This in turn yields explicit upper bounds for all the previous quantities
related to isogenies, polarisations, endomorphisms, Brauer groups which significantly
improve known results.
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