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HOMOLOGIE DE HOCHSCHILD ET HOMOLOGIE
CYCLIQUE DES ALGEBRES DIFFERENTIELLES
GRADUEES

Micheline Vigué-Poirrier *

La notion d’homologie de Hochschild pour une algebre associative A sur un anneau commutatif
unitaire & est bien connue, [Mc). Elle est notée HH,(A) et définie par HH,(A) = Tor4®4°7(4, A)
ou A°P est ’algebre opposée de A .

Cette notion a été étendue a la catégorie des algebres associatives différentielles graduées sur

un anneau commutatif ¥ (notée k-ADG) par plusieurs auteurs, [B1],[G].

La notion d’homologie cyclique, notée HC,(:) , est apparue plus récemment ; on trouvera un

exposé complet dans [LQ] pour le cas des algebres ; et pour la catégorie k-ADG dans [B1] ou [G].

Ce papier contient une généralisation a la catégorie k.-ADG (ou k est un corps quelconque) du
résultat de Loday-Quillen du calcul explicite de I’homologie de Hochschild et de I’homologie cyclique
pour une algebre tensorielle. Nous fournissons un algorithme de calcul précis de ’homologie de
Hochschild et de I’homologie cyclique pour une algebre différentielle graduée libre. Le résultat

général s’énonce ainsi :

Théorémes 1.5 et 2.4 Soit (A,d) = (T(V),d) une algébre différentielle graduée libre sur un

corps commutatif k . Alors, on a des isomorphismes d’espaces vectoriels gradués :

(1) HH.(A,d) = H(A® (A® V),8) ot V,, = Vg, bla=d, 6(a®9) =da®%— S(a,dv)+
(=D)lel+l(an — (—1)1al¥lva) et S est application k-linéaire :
r—1
S(a,v1 -+ vp) = (D)1 "(=1)%vip1 - - vpavs 01 @ T
i=1
+(=Dlelay, - .. Vp—1 ® Up .

(2) HC.(A,d) = H.(k[u]@ (A® A®V),D) ot |[u| = 2 ,D = 0 sur k[u] ,D = § sur
Ao (ku]®(ARV)) et
Du"Quvy---vp)=u"@d(v1--vp) +u" 1 @ [v1- - vp_1 ® Ty

r—1
+ Z(—l)mvi+l cttUpUy ¢ Vi ® 'l_?i]

i=1

stn>1,p>1.

La motivation d’un tel travail est double : d’une part, il est facile de montrer que si (4, d) est
une ADG quelconque, alors il existe une ADG libre (T((V),d) et un morphisme p : (T(V),d) —

* URA au CNRS D 0751
S.M.F. 255
Astérisque 191 (1990)



VIGUE-POIRRIER

(A, d) qui induit un isomorphisme en homologie, et, par un résultat classique, [B1], les ADG (A4, d)
et (T(V), d) ont des homologies de Hochschild et cycliques isomorphes; le calcul, dans le cas général,
se ramene donc, au calcul pour les ADG libres. D’autre part, en topologie algébrique, le calcul
de ’homologie (resp. I’homologie équivariante)de ’espace des lacets libres sur un espace donné
X se raméne & un calcul d’homologie de Hochschild (resp. cyclique) d’invariants topologiques
liés & X, [BF],[G], [J]. Enfin, la théorie de Morse permet de montrer des résultats concernant la
géométrie d’une variété riemannienne & partir uniquement de ’étude de la cohomologie de ’espace
des lacets libres sur cette variété. Ceci explique notre recherche d’un “modele” permettant de
calculer ’homologie de l’espace des lacets libres sur un corps k¥ quelconque. En caractéristique
0, le probléme a été completement résolu dans [SV], en travaillant dans la catégorie des algebres
commutatives différentielles graduées. En caractéristique p non nulle, il est possible, dans certains

cas, de trevailler encore dans la catégorie des algébres commutatives graduées, [HV].

Le plan de larticle est le suivant : Dans le § .1, nous donnons quelques rappels d’algebre
différentielle homologique, et nous définissons un complexe dont I’homologie calcule I’homologie de
Hochschild. Dans le § .2, nous définissons sur le complexe précédent un opérateur 8 de degré +1;
le complexe mixte ainsi obtenu permet de calculer I’homologie cyclique, cf. [K]. Dans le § .3, nous
donnons une méthode de calcul de I’homologie (resp. de I’homologie équivariante) de ’espace des
lacets libres sur un espace X , & valeurs dans un corps commutatif k , & partir de la donnée de
Palgebre C.(Q2X, k) des chaines sur ’espace des lacets QX ou de I’algebre des cochaines C*(X, k) .
Si X est un espace simplement connexe de L-S catégorie 1 , alors on a une formule explicite pour
I’homologie (resp. ’homologie équivariante) de ’espace des lacets libres sur X . Elles coincident
avec celles données par Hsiang et Staffeldt [HS], et Burghelea [B1] pour X une suspension et k
un corps de caractéristique 0. Cette formule figure aussi dans [CC]|. Pour les sphéres, un calcul

analogue se trouve dans [H]. Notre modéle permet de calculer explicitement I’homologie de 1’espace
des lacets libres sur X = CP? .

Un probléme reste ouvert. Peut-on montrer, en utilisant le modele du § .3, la célebre conjec-

ture :

Conjecture : Soit X un espace simplement connexe tel que H*(X, k) soit de dimension finie

(k corps quelconque).

Alors, la suite des nombres de Betti de I’homologie de I’espace des lacets libres a valeurs dans
k n’est pas bornée si et seulement si H*(X, k) ne peut pas étre engendrée par un seul élément en

tant qu’algébre commutative graduée.

Cette conjecture a été completement résolue en caractéristique 0 , [SV]. En caractéristique

p# 0, elle a été résolue dans certains cas, voir [HV].
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§.1. Homologie de Hochschild d’une algébre différentielle graduée libre

Les définitions de base en algébre homologique différentielle se trouvent, par exemple, dans
[HMS],[FHT1].

Tous les espaces vectoriels sont définis sur un corps commutatif k et sont Z-gradués, avec la
convention que M™ = M_,, si ®,M™" est un k-espace vectoriel gradué. La valeur absolue du degré

d’un élément z est notée |z| .

On dit que (A, d) est une k-algébre différentielle graduée (en abrégé ADG), si A = @neczin
est un k-espace vectoriel gradué, muni d’une structure d’algebre associative unitaire sur k telle que
Ap-Am C Apypm . De plus, d est une dérivation de k-algébre de degré +1 vérifiant d?2=0. Dansla
suite, on considérera uniquement, ou bien des algébres différentielles graduées A, avec A, = 0 pour
n < 0 et d de degré —1 , ou bien des algebres différentielles graduées A* avec A™ = 0 pourn < 0 et
d de degré +1 . Une ADG de ce dernier type sera étudiée comme une ADG (A_., d_,) uniquement
graduée en degrés négatifs et munie d’une différentielle de degré —1 . Si V = @,ezV, est un
k-espace vectoriel gradué, on note T'(V') I’algebre associative libre construite sur V . Si (A, d) est
une ADG, on définit PADG (A°?,d°?) par A°? ~ A , a®?-b°P = (—1)l*I'bl(ba)°P, d°P(a°P) = (da)°? .

L’application Fy : (A ® A°?) ® A — A définie par F,(a ® 8°?,7) = (=D8lay8 munit A
d’une structure de (A ® A°P)-module différentiel gradué a gauche.

L’application Fy : A ® (A ® A°?) — A définie par Fy(v,a ® 8°P) =
(—=1)1Al(l+17) By munit A d’une structure de (A ® A°P)-module différentiel gradué a droite.

Définition 1.1 [B1],[G]. Soit (A, ds) une algébre différentielle graduée telle que, ou bien
A, =0 pour tout n < 0, ou bien A, =0 pour tout n > 0 et A, = k , alors on définit Uhomologie
de Hochschild de (A.,d,) , notée HH.(A,,d,) par HH,(A.,d,) = Tor*®4°7 (4, A) .

Définition 1.1.> Soit (A*,d*) une algébre différentielle graduée telle que A° = k ,A* =
@Bn>0A™ , et d* de degré +1 , on définit ’homologie de Hochschild HH*(A*,d*) par

HH*(A*,d*)= HH_,(A_,,d_.).

La définition du foncteur Tor dans la catégorie différentielle se trouve, par exemple, dans

[FHT1] et ne sera pas rappelée.

Si (A, d) est une algebre différentielle graduée vérifiant les hypothéses de la définition 1.1, on
a alors HH,(A,d) = H.(A ® agac» P) ol P — A est une résolution quelconque semi-libre de A
par des (A ® A°?)-modules différentiels gradués a gauche. Rappelons que si R est une algebre
différentielle graduée, un R-module est dit libre si c’est un Ry-module libre sur une base de cycles
(ot Ry est l'algebre graduée sous-jacente & R), et un R-module P est dit semi-libre s’il est une

réunion croissante de sous-modules 0 = P_; C Py C - - - tel que chaque P;/P;_; soit libre.
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Dans le cas particulier ou A = T(V') , avec V gradué en degré 0 et d = 0 , rappelons le résultat
de Loday-Quillen (lemme 5.1), on a une suite exacte de (A ® A°?)-modules: 0 - AQV ® A L
ARADB A—-0Ooum(a®a') =ad ,V(a®v®a)=av®a —a®va' , ce qui leur permet de

calculer facilement I’homologie de Hochschild et ’homologie cyclique de T'(V) .

Nous supposons maintenant que (A4, d) = (T(V), d) est une ADG libre vérifiant les hypotheses
de la définition 1.1. Nous utilisons une version graduée de la résolution de [L-Q] pour construire

une résolution semi-libre de A par des (A ® A°?)-modules différentiels gradués.

Il est immédiat de vérifier que, si W = @, W,, est un k-espace vectoriel gradué, alors AQW ® A
est un (A ® A°?)-module différentiel gradué a gauche, si on pose (@ ® ) - (a @ w ® @') =
(=1)Illal+lwitle'llag @ w @a'B , pour a, B,a,a' € A,w €W . Ona: aQ@uw®a' =(-1)l¢'I"*l(a@
a?) (1Qew®l).

Soit A = T(V) une algebre tensorielle graduée, posons V = @V, out V;, = V,,_; . On définit
m:A®A— Aparm(a®a')=ad' ,6: A > AQ@Apare(a) =a®1,0' : AQVR®A > AQA
par ¥(a®5@a') = (-1)l*'l(av®a' —a@va') et s : A®RA - ARV ® A par s(a @y ---vp) =
f;ll(‘l)”zL‘“ luklavl Vi1 QU QUi Vp— QU V1 @V, QL ,sia €A, vy vy €
TP(V),ets=0sur AQk.

_ b m .
Lemme 1.2 Soit le diagramme suivant : AQV ® A : A®RA : A oub',s,m,e ont

€
s
été définis ci-dessus. Alors

1)me =1Ida ,b's +em = Idaga ,sb' = Id gpvea
2) La suite 0 > AQV®A LA A®A B A — 0 est une résolution de A par des (A® A°P)-modules

gradués.

m Il est facile de vérifier que &', m, €, s sont des morphismes de (A ® A°?)-modules gradués. De
plus, 1) se montre immédiatement et prouve que (¢, s) est une homotopie entre Id et 0 , ce qui

donne 2). »

Soit maintenant (A,d) = (T(V), d) une ADG libre; nous allons définir une différentielle d; sur
AQ®V ® A qui fasse de (A® V ® A,d;) un (A ® A°P)-module différentiel gradué et qui fasse de 4

un morphisme de modules différentiels gradués.

Sia,a' € A,5 €V ,ona: a®v®a = (-1)I"Pla®a'*?) . (1® 5 ®1) . Il suffit donc de
définir d1(1 ® © ® 1) et de Vétendre par :

(-D)IMelg (a®@D®a') =dla®a'?) - (105 1)+ (-1)*Hll(a@d"P) . di(10501).

Onadg'(1®17®l) =dv®1-1Qv)=dv®1—-1Qdv ,mais1Q7®1 = —s(1Qv), donc
d'(1®5®1) = —db's(1 ® v) . D’aprés le lemme 1.2, di'(1 @7 ® 1) = —d(1 @ v) + dem(1 © v) =
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