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Espaces de Golod

L.L. Avramov* et Y. Félix**

Un c.w. complexe fini 1-connexe X est appelé un espace de Golod si pour un certain n le
revétement n-connexe Xp de X a le type d’homotopie rationnelle d'un bouquet de spheres. La
terminologie provient de l'analogie algebre locale-homotopie rationnelle ([2]) : la notion
constitue en fait la transposition en topologie de celle d'anneau de Golod généralisé, introduite
dans [1]. Les espaces de Golod X jouissent de nombreuses propriétés :

- l'algeébre H.(Q2X,Q) est cohérente (résulte de [5, Théoregme 3]);

- tout Hy(2X,Q)-module, qui admet une résolution finie par des Hu(Q2X,Q)-modules libres,
e

en possede une de longueur 1 + El rangy (m2i+1(X)) (résulte de [5, Théoréme 2]);

- la série de Poincaré Pox(t) est rationnelle [3, Corollaire (4.2)].
Pour tout espace vectoriel gradué de type fini V on désigne par IVI(t) la série formelle
= dim(Vtl, et pour tout c.w. complexe de type fini Y on pose Py(t) = IH.(Y,Q)I(t).

Le but du présent texte est la démonstration de la propriété suivante des fibrations a base
un espace de Golod, qui généralise la dernire propriété énoncée ci-dessus.

. P . .
THEOREME. Soit F — E — B une fibration, avec E un c.w. complexe fini 1-connexe.

Supposons que B soit un espace de Golod alors la série de Poincaré de F est rationnelle.
Plus précisément, il existe un polynéme Deng(t) a coefficients entiers, tel que Deng(t)
Pr(t) soit un polynéme pour tout E. En plus, Deng(t) peut étre calculé a partir de I'égalité

Pop(®) =[ I1 (1+2i-1)akm2i®B)) /penp(y),
2<2i<n

oun n est tel que le revétement n-connexe B' de B a le type d’homotopie rationnel d'un bouquet
de sphéres.
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Exemples : Une premiere famille d'espaces de Golod est fournie par les espaces formels
de dimension finie dont la cohomologie est une algeébre graduée de Golod généralisée. Parmi
ceux-ci on trouve tous les squelettes finis de produits d'espaces d'Eilenberg-MacLane, cf. [6].

Une seconde famille est fournie par les algebres de Lie graduées de dimension finie, L.
On note L <V> (respectivement L <{x;}ic>) 1'algébre de Lie libre sur un espace vectoriel
gradué V (respectivement sur un ensemble de générateurs {xj}ic1). A une présentation L =1L
<{xi}ie1>/({yj}je 1) on associe l'application

N g X
VjEJ slle+2 'y ViEI SIX,|+1

qui envoie la classe fondamentale de SWi%2 sur 1e produit de Whitehead des classes

fondamentales des S'il*1 correspondant a yj. Notant par X la cofibre de g, on a par
[4, Théoréme 2] la suite exacte d'algébres de Lie

0 L<V>m(QQX)Y®Q - L -0

qui montre bien que X est de Golod.
La démonstration repose sur les deux propositions suivantes extraites de [3]. Pour rester
self-contained nous en donnerons une démonstration.

PROPOSITION 1 [3, Théorgme (4.1)]. Soit F — E — B une fibration avec T.(B) ® Q et
H«(E;Q) de dimension finie, alors
(1) Hu(F; Q) est un Ho(QB;Q)-module noethérien.

(2) La série de Poincaré de F est une fonction rationnelle de la forme

p(t)/ l'I1 (1-2iyrank m2i+1B) 50 (1) est un polynome.
i

PROPOSITION 2 [3, §4, Lemme 3). Soit L une algébre de Lie graduée connexe de dimension
finie sur un corps et V un UL-module gradué de type fini (V = go Vp), alors la série de Hilbert
deV
V() = ¥ dim Vpt?
n0
)dim L2i

est une fonction rationnelle de la forme p(t)/ iIZIl (1-t2i , ol p(t) est un

polynéme.
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Démonstration proposition 1 : (1) La suite spectrale de Serre de la fibration QB - F - E
est une suite spectrale de Hx(QB,Q)-modules. Le terme 2E = H.(QB) ® H.(E) est un
module noethérien. Il en est de méme de chaque PE. Comme H..(E) est de dimension finie, PE
= *E pour p assez grand. Il en résulte que H.(F,Q) est un module de type fini. (2) résulte de
la proposition 2. ]

Démonstration proposition 2 : elle calque de pres la démonstration classique de Hilbert de
la rationalité de IVI(t) lorsque V est un module gradué de type fini sur un anneau commutatif de
polyndmes.

Nous travaillons par récurrence sur dim L. Si dim L =0, V est de dimension finie et le
résultat s'en déduit. Supposons le résultat vrai pour les algebres de Lie de dimension p et soit L
une algebre de Lie graduée de dimension p + 1 et V un UL-module de type fini. Le générateur
x de degré maximal est donc dans le centre et on a une suite exacte de L-modules gradués

(%) 0—)K—-)V—X9V-—)C—-)0.

(1) Si x est de degré impair, on pose K' = xV. Par Poincaré-Birkhoff-Witt, K' est un L-
module contenu dans K, donc un L/(x) module lui aussi. L'hypothese de récurrence appliquée
a la suite exacte

0 >K->V-oSK 50
montre que IVI(t) = IKi(t) + tXHK'I(t) est rationnel de la forme souhaitée.
(2) Si x est de degré pair, la suite exacte (x) donne I'égalité

(1-tx) IVI@) = ICI(D) - tXIKIE).

Comme xK = 0 et xC = 0, K et C sont en fait des modules de type fini sur L/(x), et on conclut
par I'hypothese de récurrence. u
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Démonstration du théoréme : Comme B est un espace de Golod, nous avons un
diagramme commutatif de fibrations, avec w«(B") ® Q < oo ol B' désigne le recouvrement
n-connexe de B :

F = F
rl d
' P
E - E - B"
{ da |
B - B —» B".
P

Par la proposition 1, H.(E',Q) et H.(B';Q) ont des séries de Poincaré rationnelles de
dénominateur q® =TI (1-12i)nk 72i+1B) [ & morphisme de fibrations
4+

r
F - E
l {
E = E
al lp
B - B"
P

induit un diagramme commutatif

v
QBXF — F
Qpxr| lr
QB"XE' — E'
v

ol v et V' désignent respectivement les opérations d'holonomie de l'espace des lacets de la base
sur la fibre dans les deux fibrations. Il en résulte que I = Im Ha(r; Q) est un sous H.(QB"; Q)-
module de H«(E';Q). 11 est donc de type fini. | I1(t) est donc, par la proposition 2, une fraction
rationnelle de dénominateur q(t).

Revenons 2 la fibration F — E' — B'. Par [3, Proposition (8.1)] elle détermine une suite
spectrale

%Bpq = Tor*@8.Q) (Q H.(F;Q))q = Hpq(E,Q).
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