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ELEMENTS FIXES DU COMPLETE D’UNE
CLOTURE SEPARABLE SOUS L’ACTION
DE SON GROUPE DE GALOIS

par Philippe RAMBOUR

Soit R un anneau, ncethérien, normal, intégre de corps des fractions K, et
soit I un idéal de R qui ne soit pas confondu avec R tout entier.

On désigne par :

o R, anneau des entiers sur R d’une cléture séparable K de K ;
o G le groupe Gal(K/K);
o Ry le complété de R pour la topologie définie par IR;.

Le probléme est de déterminer RS qui est ’ensemble des éléments fixes du
complété de R, sous ’action de G.

J. AX a répondu a la question dans le cas ou le corps K est un corps local
de caractéristique 0 ou p, c’est-a-dire un corps muni d’une valuation & valeur
dans un groupe abélien et par laquelle K est hensélien [1]. Dans ce travail
nous allons établir le théoréme suivant :

THEOREME. — L’anneau R est séparé pour la topologie I-adique et s’in-
jecte donc dans R,. En caractéristique p, l’anneau R, contient une cloture
radicielle de R, notée VR, et Rf Vensemble des points fizes de Ry sous Uac-
tion de G n'est autre que l’adhérence de VR dans R;.

Pour obtenir la derniére assertion nous utiliserons des approximations d'un
élément de R, qui dépendront du diametre des conjugués, méthode misc au
point par J. Ax [1].
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RAMBOUR P.

I. — Séparation de R; pour la topologie I-adique

ProposITION 1. — Si I # R alors (), I"R, est réduite a 0 et R, est donc
séparé pour la topologie définie par IR;.

Démonstration : supposons d’abord que I est un idéal principal. Il existe
alors un élément z de R qui est un générateur de I. Puisque R est normal
et noethérien et I # R il existe une valuation v vérifiant v(z) > 0 et cette
valuation se prolonge & R,. D’ol si a appartient & [, I"R;, alors v(a) = +00
et donc a = 0.

Démontrons maintenant la propriété dans le cas ot I n’est pas forcément
un idéal principal.

Notons S le schéma affine Spec R et soit S le normalisé de I'éclaté S par
rapport au sous-schéma fermé Y = Spec(R/I). Montrons tout d’abord que
l’application canonique 7 : S — S est une application surjective. Pour cela
remarquons que l’on peut écrire 7 comme la composée 72 o m; ol m; est
I’application canonique de S dans S, m, 'application canonique de S dans S.
7 et o étant deux applications surjectives, il en est de méme pour 7.

7, est surjective : c’est le going down théoréme (voir MATSUMURA :
Commutative Algebra [2]).

Ty est surjective : si V = S — Y, alors 7y est un isomorphisme de 75 * (V)
sur V. Comme 7o est propre, me est fermé donc 7r2(5') est un fermé de S
contenant V. Comme S est intégre S est aussi irréductible donc on a forcément
o (S') == S

Soit maintenant U = Spec A un ouvert affine de S. On sait que A est un
anneau ncethérien normal et si U est choisi assez petit parmi les ouverts affines
vérifiant : 7=1(Y)NU # 0 alors I A est un idéal principal de A, distinct de A.
D’apres ce qui a été démontré dans le cas principal on sait que (), I" A, = {0}
avec A; cloture intégrale de A contenue dans K. Puisque R est contenu dans
A, alors R, est contenu dans A; et Q I"R; est réduite a 0.

II. — R, contient une cléture radicielle de R

PROPOSITION 2. — i R est de caractéristique p, Vanneau R, contient une
cloture radicielle de R, on la note VR.

Démonstration : soit 3 un élément de R et N un entier naturel. On va
- . . N 12
montrer que R, contient une solution de X?* = f3. Pour cela fixons un élément
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non nul de I, appelé a. Pour tout entier naturel m supérieur & N on définit
X,, comme étant une racine de ’équation :

x?" —a?" X = B(1).

Puisque cette équation est séparable X, est bien un élément de R,. Nous
allons montrer que la suite (X,;)m>n ainsi définie est une suite de Cauchy
dans R;. Elle sera alors convergente dans Rs, avec une limite X, qui vérifiera,
en faisant tendre m vers linfini dans (1), X} Y = B. Donc Xy sera donc une
racine pY-iéme de 3, ce qui démontrera le théoréme cherché.

Si m et m’ vérifient :m’ > m > N,on a :

N N m m'
P _
XP —-X), =a® Xp—af X
N
Xm—Xm/ P m/ m
(—N = X — " " X,

Cette derniere égalité prouve que (X, —Xpmr)/ a?" ™" est un élément entier sur
Rs, et puisque R, est un anneau normal (X, — Xom)/aP™ " est un élément
de R;. Si « cet élément, égalité X, — X,y = " "o permet de savoir que
X, — X est un élément de TP~ ce qui prouve que la suite (X )msy est
bien une suite de Cauchy, ce qui acheve la démonstration.

III. — Diameétre des conjugués
Dans tout le paragraphe on supposera la caractéristique de K égale a p.

DEFINITION 1. — Pour o élément de R, avec oo # 0, on pose :

6(a) = max{n/a € I"}.

DEFINITION 2. — Si K’ est une extension finie de K on pose, si « est un
élément de R, :

A = min{n/8(c(a) — a) € I", o € Gal(K,/K")}.

Remarque : si o est un élément de K’, on pose :
A Kl(a) = +400.

On remarque : Ag:(a) > §(a) pour toute extension finie K’ de K.
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PROPOSITION 3.. — Il existe deux réels a et b tels que pour tout o de Ry il
eziste B de VR vérifiant o — § € [10Ax(@+b  op o [K(a) : K] premier a p,
alors o — B € IAx(®),

Démonstration :

(a) Démontrons tout d’abord la proposition dans le cas ot
[K(c) : K] premier & p. On remarque alors que Trg(a)/k(c) appartient &
R puisque R est normal et donc Tri(q)/k (@) / [K(a) : K] est également un
élément de R et de plus :

(o) (@) /K@) : K1) — = 3 s

o' parcourant les K conjugués de a. Ce dernier terme est un élément de
I2k (a).

(b) Pour montrer la proposition dans ce cas nous allons avoir besoin
des lemmes suivants :

LEMME 1. — On se donne K' et K” deuz extensions finies séparables de
K avec K' contenu dans K” et vérifiant [K” : K'| = p. Alors si a est un
élément de Ry appartenant ¢ K” on a :

(i) on peut trouver 3 un élément de R', ot R est l’anneau des entiers
de K', qui soit tel que :

oP — /8 € IAK/(O‘)+‘5(0)(P-1)

(1) pour tout entier naturel n non nul on peut trouver un élément 3,
de R' avec :

B € IAR@PNA=a) o = (p—1)/p.

Démonstration du Lemme 1 :
Si o est un élément de K’ il n’y a rien & démontrer. Sinon [K'(a) : K']
vaut p et on peut faire la démonstration ci-dessous.

(i) Si g --- @, désigne les racines du polynéme minimal de o sur 4,
on pose 7; = a; — . Alors

Nii(ay (@) = H a; = H(a + i)

=1
=a”+b1a"_ ++bp
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