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R E S U L T A T S Q U A N T I T A T I F S E N 
A P P R O X I M A T I O N D I O P H A N T I E N N E 

par 

Hans Peter SCHLICKEWEI 

1. Le Théorème du Sous-espace quantitatif. 

Rappelons le théorème de Roth [12]: Soit a un nombre algébrique de degré 
d>2, soit 6 > 0. Alors il n'existe qu'un nombre fini de nombres rationnels ^ 
tels que 

(1.1) a - * <y~2-6 

y 

soit satisfait 

Il est bien connu que ce résultat est ineffectif dans le sens suivant: la 
preuve ne permet pas d'obtenir des bornes supérieures pour les valeurs ab
solues \x\, \y\ des solutions de (1.1). En revanche on peut obtenir par la 
méthode de Roth des bornes supérieures pour le nombre de solutions ^ de 
(1.1). (cf. Davenport et Roth [3], et plus récemment Bombieri et van der 
Poorten [1] et Luckhardt [8]). Remarquons que (1.1) est presque la même 
chose que 

(1.2) \y\\ya-x\ < |x| 6 

où x = (x,y) et |x| = yjx2 + y2. Dans (1.2) nous avons deux formes linéaires 
à coefficients algébriques £i (x) = y, ^ ( x ) = y a — x qui sont linéairement 
indépendantes. La généralisation à n dimensions est le fameux théorème du 
sous-espace de Wolfgang Schmidt [20] (1972): 

S.M.F. 
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Soient L i ( x ) , . . . , L n ( x ) des formes linéaires linéairement indépen
dantes à coefficients algébriques en x = (#1,... , #n). Soit S > 0. 
Considérons Vinégalité 

(1.3) M x ) . . . I . ( x ) | < W - ' 

o-à |x| = \Jx\ H h ̂ n- -Afor̂  i/ existe ?m nombre fini de sous-
espaces propres Ui,... ,Ut de Qn £e/s g^e chaque solution x G Z n 

de ^ i . ^ contenue dans [JUi. 
i=i 

Ce théorème a été généralisé indépendamment par Dubois et Rhin [4] et 
par Schlickewei [13] au cas des valeurs absolues p-adiques. 

Dans un travail récent Wolfgang Schmidt a trouvé comment donner une 
version quantitative de son théorème du sous-espace [22]. Ceci a été généralisé 
ensuite par Schlickewei aux valuations p-adiques [15] et aux corps des nombres 
[18]. Nous allons citer ici le résultat principal de [18]. Mais d'abord il nous 
faut introduire quelques notations. 

Soit K un corps de nombres de degré d. Soit M(K) l'ensemble des 
places de K. A chaque v dans M(K) nous associons la valeur absolue | | v , 
normalisée de la manière habituelle: sur Q on a | | v = | | (valeur absolue 
standard) si v est archimédienne et \p\v = p"1 si v est au-dessus du nombre 
premier p. Pour or = ( a i , . . . , a n ) G Kn et pour v G M(K) nous posons 

\<x\v = 
л / Ы ? , + - - - + К 1 ? , pour v archimédienne 

max \a.i\v 

l<i<n 
pour v nonarchimédienne, 

et nous écrivons 

l l « l l » = Hì*ld 

où dv = [Kv : Q v] est le degré local du complété Kv. Finalement nous 
définissons la hauteur (projective) de a par 

H(a)= J ] I M I -
v€Af(/0 

Etant donnée une forme linéaire L(x) = OL\X\ H h anxn à coefficients dans 
K nous définissons 

Il L \\v = \\a\\v et H(L) = H(a). 
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THÉORÈME 1. [18] Soit K une extension normale de Q de degré d. Soit 
S un sous-ensemble de cardinalité s de M(K). Pour chaque v G S, l1(v)…soient 

... des formes linéaires en x = . . . ,xn), à coefficients dans K, 
linéairement indépendantes. Soit 0 < 6 < 1. Considérons l'inégalité 

(1.4) 
n 

n n 
vesi=i 

il WW n . 

Il \\v\\P\\v 
< H(p)-n-6. 

Alors il existe des sous-espaces propres Si,... , 5 ^ de Kn avec 

(1.5) ti = c(n, 5, (5) = 034n<2 „6 c —2 " 
(85d)2 s 6 

tels que chaque solution fi G Kn de (1.4) ou bien soit contenue dans [JSi ou 
¿=1 

bien ait une hauteur satisfaisant 

(i.6) H{ß) < т а з 
Г 9 

{(ni)1, наг: 
dnsd —г— 

(и G 5 ; i = 1 , . . . , n ) | . 

Le résultat quantitatif de W. Schmidt [22] traite le cas où S contient une 
seule valeur absolue archimédienne et où les solutions fi sont prises dans Qn. 

La partie intéressante dans le Théorème 1 est le fait que la borne (1.5) 
pour le nombre de sous-espaces ne dépende que du degré d de K, de la dimen
sion n, du nombre des valeurs absolues intervenant, et de S. En particulier 
la constante ne dépend pas du discriminant du corps, elle ne dépend pas des 
formes L\v^ ni des idéaux premiers p correspondants aux valeurs absolues 
nonarchimédiennes dans 5. Nous allons voir plus bas que ce théorème donne 
des bornes supérieures uniformes pour le nombre de solutions d'une grande 
classe d'équations diophantiennes. 

2. Réduction du Théorème 1 au cas rationnel. 

Dans [15] nous avons démontré l'énoncé suivant, que est une variante du 
Théorème 1 dans laquelle les solutions sont rationnelles. 

THÉORÈME 2. [15] Soit K un corps de nombres de degré d. Soit R un sous-
ensemble de M(Q) de cardinalité r contenant la place à l'infini. Pour chaque 
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v £ R, on choisit une extension \ \v de v à K, et on se donne des formes 
linéaires ,... , en x = (xi,... , xn) à coefficients dans K, linéairement 
indépendantes. Soit 0 < e < 1. Considérons l'inégalité 

(2.1) n i 4 B ) w - 4 w ) ( x ) L 
ves 

< ( n i D E T ( ^ - - ' ^ ) ) L J M " -

Alors il existe des sous-espaces propres T i , . . . Tt2 de Q n avec 

(2.2) " . _ „x 026n 06 e — 2" 
<2 = (8sd!) 2 s s 

*2 
tels que chaque solution x G Z n de ou bien soit contenue dans [ J T ; ou 

¿=1 bien ait une norme |x| = \Jx\ + h x\ vérifiant 

(2.3) Í -
|x| < max < (n!) e , 

H(L\v)) (veS, i = l , . . . , » ) J 

Nous ne parlerons pas ici de la preuve du Théorème 2. Nous remar
quons seulement qu'elle a besoin de toute la machinerie de Thue-Siegel-
Roth-Schmidt. Au lieu de donner des détails sur cela nous nous contenterons 
d'indiquer comment on peut déduire le Théorème 1 du Théorème 2. 

Pour transformer (1.4) en une forme ressemblant à (2.1) nous remarquons 
d'abord que pour chaque v G S nous avons 

II I U - - - I I 4 U ) | | . < | | det(L^\...,L^) И. ( Я ( 4 " > ) . - H(LW))D-. 

On voit immédiatement que si 

H{ß)^ > Hnds où H = max{H(L\v)) (v e S; i = 1, . . . , n)} 

alors (1.4) implique 
(2.4) 

n 
ves 

II L[v)(ß) ••L{nV\ß)\L 

II /* IIS <(m det(L[v\ , 4 e ) ) l l . H(p) n 

Notons que (2.4) est homogène en /?. Par conséquent nous pouvons supposer 
sans perte de généralité que le vecteur /3 dans (2.4) a des composantes entières 
algébriques dans K. 
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