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GROUPE DE BRAUER
DE CERTAINES HYPERSURFACES

David HARARI

1. Rappels et notations

Dans toute la suite, k désignera un corps de nombres, ; ’ensemble de ses
places, k une cloture algébrique fixée de k, G = Gal (k/k). Soit X une k-
variété algébrique lisse. On dit que X vérifie le principe de Hasse si la condition
X (k,) # 0 pour toute place v de k implique X (k) # 0. On dit que X vérifie
I’approximation faible si la condition X (k) # 0 implique que X (k) est dense

dans ] X(k,), muni de sa topologie produit, pour tout ensemble fini S inclus
vES

dans Q.
Nous considérerons ici les hypersurfaces V de A} d’équation:

y2 —az? = P(21,...,%n_2) (1)

avec n > 3, a € k* — k*’ et P polynéme non nul de degré total au plus 4. On
se pose deux types de problémes pour ces variétés:

e probléme arithmétique: Quand les modéles projectifs lisses X de V' véri-
fient-ils le principe de Hasse et ’approximation faible (cette propriété ne
dépend en fait pas du modele lisse X choisi !, c’est une propriété qui ne
dépend que du corps des fonctions k(V') de la variété V') ?

e probléme algébrique: Calculer le groupe de Brauer Br X d’un modéle
projectif lisse X de V.

Les deux problémes sont liés par le fait suivant 2:

lyoir appendice 1
2yoir appendice 2
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Proposition 1. Soit X une k-variété propre, lisse, géométriquement intégre,
qui a des points dans tous les complétés de k. Alors, la condition:

V(P) € II X(k)) (3A€BrX) (X inv,A(P,)#0 dans Q/Z)

vEQ vER
(resp. (3A€BrX) (3(PR)€ !{I; X(ky)) ( §) inv,A(P,) # 0 dans Q/Z) )

est une obstruction, dite obstruction de Brauer-Manin, au principe de Hasse
(resp. & Vapprozimation faible ) pour X.

La conjecture principale que nous faisons pour les modéles projectifs lisses
X des variétés V d’équation (1) est que l’obstruction de Brauer-Manin au
principe de Hasse et & ’approximation faible est la seule. Il s’agit d’une con-
jecture standard pour beaucoup de classes de variétés rationnelles (c’est & dire
dont le corps des fonctions devient transcendant pur sur la cloture algébrique).
Dans le cas que nous considérons ici, notons que Colliot-Théléne, Sansuc, et
Swinnerton-Dyer ont montré que la réponse est affirmative quand le polynéme
P qui intervient dans 1’équation (1) est irréductible ou bien produit d’un fac-
teur irréductible de degré 3 et d’un facteur linéaire, ou bien quand n = 3 (cf.
3]).

Nous considérerons dans la suite le cas ou n > 4 et P = fg avec f, g,
irréductibles sur k(,/a), de degré 2, premiers entre eux 3. Si ¢, 1 sont les formes
quadratiques obtenues en homogénéisant f,g, nous supposerons toujours que
lintersection de leurs noyaux est réduite a 0, ce qui traduit qu’on ne peut pas,
par changement de variables, se ramener & n plus faible.

2. Cas simples

Théoréme 1. Soit V : y? — az? = f(z1,...,Zn_2)9(1,...,Tn_2) une hyper-
surface du type (1). On garde les hypothéses et notations de la fin du para-
graphe précédent. Alors, un modéle projectif lisse X de V satisfait le principe
de Hasse et Uapprozimation faible dans les cas suivants:

on>6

o n =5 et toute forme du pinceau Ap + py, (A, ) € k2 — (0,0) est de rang
au moins 3.

3Pour les autres cas, qui découlent assez simplement des résultats de [8], voir [5]
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PREUVE:

GROUPES DE BRAUER DE CERTAINES HYPERSURFACES

La variété V est k-birationnelle a:

Y: (y2 - aZz)f(:E], . ')mn—Z) = g(wla . ',xn—Z)

Or, Y peut se voir comme fibrée en quadriques, via (y, z), au-dessus de A.

e Pour n > 6, il y a deux cas:

— Si le discriminant de la forme Ap+ py n’est pas identiquement nul, la

fibre générique est lisse et les fibres sont des quadriques de dimension
> 3. On conclut alors avec le lemme suivant, que 1’on trouve dans

[3]:

Lemme 1. Soient Y, Z, deuzx k-variétés et p: Y — Z un fibré en
quadriques de dimension relative d > 3. On suppose la fibre générique
lisse. Alors, si Zyjsse vérifie le principe de Hasse et ’approzimation
faible, il en est de méme de Yisse-

PREUVE DU LEMME 1: La preuve de ce lemme est assez simple; soit
(Py)veq, une famille de points locaux lisses de Y, S un ensemble fini de
places de k. Quitte a élargir S, on peut supposer qu’il contient toutes
les places archimédiennes. Soit M, = p(P,). On peut supposer que
les M, sont des points locaux lisses de Z (quitte & bouger légérement
les P,, grace au théoréme des fonctions implicites v-adiques). Comme
Zjisse satisfait le principe de Hasse et 1’approximation faible, on peut
trouver un point dans Zj.(k), qui est en plus arbitrairement proche
des M, pour v € S. Par le théoréme des fonctions implicites, pour M
assez proche des M, pour v € S, la fibre en M (qu’on note Yys) aura
des points dans tous les k, tels que v € S. Comme la fibre générique
est lisse, on peut de plus supposer que Yy est lisse. Maintenant, Yy
a des points dans tous les k, pour v € S car Yy est une quadrique
définie par I’annulation d’une forme quadratique de rang > 5 et une
telle forme quadratique a un zéro non trivial dans tout k, pour v
non archimédienne. Il ne reste plus alors qu’a appliquer principe de
Hasse et approximation faible pour la quadrique Yy pour démontrer
le lemme.

Si maintenant le discriminant de la forme Ay + py est identiquement
nul, ¢ et ¢ ont un point k-rationnel M commun (lemme 1.14 de
[3]). Maintenant, la fibre générique admet M comme point rationnel
non conique (& cause de I’hypothése N(p) N N(¥p) = 0), elle est
donc birationnelle &4 P2 et Y est k-birationnelle & P7~* x A? (la
projection sur A admettant une section via M). D’ou le résultat.
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e Dans le cas n = 5, il faut utiliser le lemme suivant, dont la preuve, que
I’on peut trouver dans [9], est plus difficile:

Lemme 2. Soit Y une k-variété géométriqguement intégre, f :' Y — Z
un morphisme projectif, surjectif dont les fibres sont géométriquement
intégres, avec Z ouvert de A} dont le complémentaire est de dimension
au plus r — 2. On fait de plus I’hypothése géométrique (*) que sur k,
Yy isse(n) # O pour un ouvert de Zariski non vide de la variété des droites
affines de A", n C AT étant le plongement du point générique de Al
associé€ . Alors, st les fibres de f sur un ouvert de Z vérifient le principe
de Hasse et l’approzimation faible, il en va de méme de Y.

On applique alors ce lemme, quand le discriminant de la forme
Ap + pyp n’ est pas identiquement nul, avec Z = A? . L’hypothese (*)
est automatiquement vérifiée d’aprés [9] car les fibres, sur un ouvert de
Zariski non vide de Z, sont des quadriques lisses et toutes les fibres
sont géométriquement intégres a cause de I’hypothése que toute forme
du pinceau Ap + pip, (A, 1) € k* — (0,0) est de rang au moins 3. Quand
le discriminant de la forme Ap + py est identiquement nul, le méme
argument de k-rationalité de Y que dans le cas n > 6 fonctionne encore.

REMARQUE: Pour les cas simples que recouvre le théoréme 1, on n’a donc pas
besoin de faire intervenir le groupe de Brauer de X : une méthode de fibration
permet de résoudre directement le probléme arithmétique.

3. Cas plus difficiles

Quand on n’est pas dans les cas favorables examinés dans la section précé-
dente, on peut espérer traiter le probléme arithmétique en utilisant des mé-
thodes de descente, selon la théorie développée par Colliot-Théléne et Sansuc
dans [4]. 11 faut pour cela d’abord résoudre le probléme algébrique du calcul
de Br X. C’est ’'objet du théoréme suivant:

Théoréme 2. Soit V : y? — az? = f(x1,...,2n_2)g9(21,...,Tn_2) une hyper-
surface du type (1). On garde les hypothéses et notations de la fin du para-
graphe 1. Soit X un modéle projectif lisse de V. Alors:

e Pourn=1>5,Br X/Brk = Z/2 s’il existe une forme Q = Ap+ uy du type
(T), avec (A, i) € k2 — (0,0), telle que les restrictions de ¢,¢ au noyau
de Q soient encore du type (T). Sinon, Br X/Brk = 0.
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