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Excursions chevauchant

un temps aléatoire quelconque

B. Maisonneuve

Résumé. — Nous étudions diverses lois conditionnelles de ’excursion (d’un processus de
Markov) chevauchant un temps aléatoire quelconque.

Cet exposé constitue la rédaction de résultats présentés pour l’essentiel au Seminar on
Stochastic Processes de Gainesville en 1985 et aux Journées de Luminy 1985. Il s’agit aussi
d’un petit cadeau d’anniversaire & mes maitres P.A. Meyer (qui a manifesté plusieurs fois son
intérét pour une telle rédaction) et J. Neveu.

1. Introduction

Considérons un processus de Ray X & valeurs dans E, un borélien B de E x E et
un intervalle de temps aléatoire maximal g, d[ sur lequel (X_,X) ne visite pas B;
cet intervalle d’excursion sera en général celui qui “chevauche” un temps aléatoire
donné T.

Nous nous proposons d’exprimer la loi du processus (Xg4¢):>0 conditionnée par
le passé de g, & I'aide des mesures de sortie de ’ensemble aléatoire M = {t > 0 :
(X¢—,X:) € B}. La formule principale obtenue au §3 généralise diverses formules
connues pour des temps T particuliers. Nous étudierons ensuite la loi de ’excursion
e basée sur |g, d[ conditionnée simultanément par le passé de g et le futur de d. Nous
montrerons que cette loi ne dépend que de (X, d—g, Xq) dans diverses situations, en
particulier dans celles étudiées par Getoor et Sharpe, mais & la différence de [5], [6],
[7] nous ne ferons aucune hypothese de dualité.

Signalons aussi que I'utilisation du systéme de sortie (Fp,) prévisible défini en [13]
permet de remplacer le passé de g par son passé strict et que le conditionnement par
rapport au passé strict de Weil [15] (voir aussi [12]) permet de remplacer le futur de
d par le futur large, prenant en compte X4_.
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2. Notations générales

A. — Soit (Q, F, R, X:,0:, P*) la réalisation canonique d’un processus de Ray
d’espace d’états E (compact métrisable). La tribu borélienne et la tribu des ensem-
bles universellement mesurables de E sont notées £ et £*. Sur ’ensemble Q (des
applications cad 1ag de Ry dans E), la tribu engendrée par les coordonnées X; et sa
complétée universelle sont notées F° et F*. Dans la suite, P désigne une mesure P*,
correspondant & une mesure initiale fixée u, et les propriétés énoncées p.s. le seront
relativement & P (sauf mention explicite d’une autre mesure).

Pour t € R, on définit les opérateurs a;, k; d’arrét et de meurtre des trajectoires
at:

Xo(at) = Xont, Xo(kt) =X,sis<t, 6sis>t,

oil § est un point fixé, considéré comme cimetiére. § n’est pas supposé absorbant. On
pose Xoo = 6.

Pour s € R4, w,w’ € Q on note w|s|w’ la trajectoire w €  identique & w ou & k,w
sur [0, s et telle que ,w = w'.

B. — On considére un fermé aléatoire M de (0, 00) x Q optionnel, homogene et tel
que la v.a. R = inf M soit F*-mesurable, par exemple I’ensemble M de I'introduction.
On note

D;=inf{s>t:s€ M} (inf@ = +0), R, =D, — t,
Gi=sup{s<t:s€ M} (sup@=0), A; =t~ Gy,
G°={teMu{0}:D,>t}, G=G°\{0},

Re = Fi,.

Pour tout processus (%) optionnel (7;), & valeurs dans un espace arbitraire (W, G) et
toute fonction universellement mesurable positive f sur W x © on peut écrire

21) E (2 f(w.,o.)) = / P(dw) / L°(w, ds) X (f(m,(w), )

s€G°

o (L,P) est un systéme de sortie de M et ol L° désigne la mesure aléatoire
L(ds) + I{p>0}€0(ds) sur R (voir [9] et [10] (5)). Nous pouvons supposer que pour
tout z € E la mesure de sortie P* est portée par {Xo =z, R > 0}.

La formule (2.1) est encore valable pour tout processus (R:) prévisible (m) &
condition de remplacer le systéme de sortie optionnel (L, P) par le systéme de sortie
(Fp,) prévisible défini en [13], que nous noterons (A, P); il faut alors remplacer X,
par X2 dans le membre de droite de (2.1) (X? = Xp,, XP. = Xo). Nous pouvons
encore supposer que pour tout £ € E, la mesure P° est portée par {R > 0} (mais
non par {Xp = z}).

C. — Dans toute la suite T’ désignera un temps aléatoire 7* mesurable fixé, les
temps G, Dt seront notés g, d et nous supposerons que T < d sur {T < oo} ou
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de maniere équivalente que g € G° sur {g < oo} (cette hypothése est par exemple
réalisée si g < T sur {g < oo}). L’excursion chevauchant T sera notée e; précisément

ona:e=kpro#,.

3. Conditionnement par rapport au passé de g
Rappelons que la tribu F; du passé de g est engendrée par les variables Z,, ol
Z est un processus optionnel positif indexé par R.. Etant donnée une mesure v sur
(9, F°) et deux ensembles v-mesurables B, C on pose

v(BNC)

(3.1) uB|C)= =0

en convenant que ce quotient est nul si ¥(C) = 0 ou +o0.

La formule fondamentale est donnée par le théoréme suivant (c’est 1’analogue
de la formule générale de conditionnement par rapport au passé strict de [12]).
Pour w € {g < oo}, v¥ désigne la mesure PXo) gt Av désigne ’application
T(w|g(w)|s) — g(w) de N dans ] — oo, +00).

3.2. THEOREME. — Pour B € F* on a p.s. (w) sur {g < oo}
(3.3) P, € B|FR)(w)=v"(B|0< A“ <R).

De plus, si T est un temps d’arrét de la filtration rapide R, = Fp, on a
VW (AY < 0) = 0 p.s. (w) sur {g < oo} et par suite la condition 0 < A peut étre
supprimée de (3.3).

3.4. Remarque. — La formule (3.3) peut étre généralisée de la manitre suivante :
si (m;) est comme dans (2.2) et si f est universellement mesurable > 0 sur W x 2 on
a p.s. (w) sur {g < oo}

(3.5) E[f(mq,0y) | Fo) (w) = v* (f(mg(w),#) |0 < A” < R) .

Avec les conventions utilisées dans (3.1) ceci montre que 0 < v*(0 < A < R) < o©
p.8. (w) sur {g < oo}.

Démonstration. — Etablissons (3.5). Si g(w)<oo, g(w) est Punique s€G°(w) tel
que 8 < T'(w) < Dy(w) ou 0 < T'(w|s|fsw)—8 < R(6,w) et pour Z optionnel > 0 on a
d’apres (2.1)

E(Zuf(r0,00), 9 <0l = [ Pl) [ L(0,d9)Zu(@)PF) (f(m0,0),C3)
Ry

ol Gy = {0 < T(w|s|)-s < R}. 1l en résulte que P(dw)L’(w,ds) p.p. on a
PXs(@)(C¥)<00 et que le second membre 8’écrit

/ P(dw) /R L°(w,d8)Z, () BX@ (f(nw,+) | C2) BX-W)(C¥) = E[2,8, g < o0,
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ol $(w) désigne le second membre de (3.5).

Lorsque T est un temps d’arrét de (R:), d = Dr est un temps d’arrét de
(R) et si g(w) < oo, le point g(w) est le seul s € G°(w) tel que s < d(w) et
T'(w|s|fsw)—s < R(f,w). En reprenant le calcul précédent avec Z,I{,<4 en place
de Z, on trouve (3.5) avec la condition A“ < R en place de 0 < AY < Ret il en
résulte comme dans la remarque 3.4 que 0 < v*(A4“ < R) < o p.s. (w) sur {g < oo}.
Comme g < T = T'(ky|g|6y), il en découle aussi que

0=P{T<g<oo}=/ P(dw)r”(A° < 0| A° < R)
{9<o0}

W(AY <0)
= P(dw)———=—L
/{g<oo} ( )VW(A“' <R)
d’on (A < 0) =0 p.s. (w) sur {g < o0} ]
3.6. Remarques. — 1l est intéressant de noter que p.s. (w)

v* (9(w) ¢ G°(wlg(w)l+)) =0.

En effet, avec la notation C? de la démonstration précédente,

/<g<°°} P(dw)v” (9(w)#G°(wlg(@)]-))
= [P [ 19w, d9)PX) (g2 wlsl.) PX(C2) .

Cette expression est nulle car

/ P(dw) / Lo(w, ds)PX) (s¢G°(w]s].)) = P* (Z I,¢G°) =0.

SEG°

11 résulte de cette remarque que la condition 0 < A“ < R intervenant dans (3.3) peut
étre remplacée par AY =0si T € G° sur {T < 0} et par 0 < A“ < Rsi g < T sur
{g < }; si T est un temps d’arrét de (R;) tel que g < T sur {g < oo}, on a aussi
v (A¥Y < 0) =0 p.s. (w) sur {g < oo}. Ces remarques seront souvent utilisées dans
les exemples qui suivent.

3.7. Exemples.

1) Si le temps T est strictement terminal (au sens ou T o 8; = T'—t sur {T > t}),
la condition A¥(w’) > 0 entraine A“(w') = T'(w'), donc si T est de plus un t. d’a. de
(R:) il résulte du théoréme 3.2 que

(3.8) P(6,€ B| F,) = PX¢(B|T < R) sur {g < oo}.
Dans ce cas F, et 6, sont conditionnellement indépendants étant donné X,.
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