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TRAVAUX DE J.-P. RAMIS 

SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 

par 

Daniel Bertrand 

Résumé. — L'article donne un survol des travaux de J-P. Ramis sur les singularités 
irrégulières : théorèmes d'indice Gevrey, dévissage du groupe de Galois analytique, 
problème inverse. 
Abstract (On the work of J-P. Ramis on linear differential equations). — We survey the 
work of J-P. Ramis on irregular singularities, with special emphasis on his Gevrey 
theorems, his extension of Schlesingers density theorem, and the analogies his the­
ory provides between analytic differential Galois groups and fundamental groups in 
positive characteritic. 

Plutôt qu'une description linéaire des travaux en question, j'ai choisi ici de déga­
ger trois moments marquants dans les recherches de J-P. Ramis sur les singularités 
irrégulières dans le champ complexe : les premiers pas, essentiellement formels, du 
« dévissage Gevrey » ; Γ approche progressive du théorème de densité, menant à la 
construction du π1 sauvage ; enfin, la solution de l'analogue différentiel de la conjec­
ture d'Abhyaiikar. Connue on le verra, cette progression n'est pas le fait du hasard, 
chaque étape portant en germe les fondements de la suivante. 

Je renvoie à l'exposé de J. Sauloy [Sa] au colloque pour les travaux plus récents de 
Ramis sur les problèmes (tout aussi linéaires) d'équations aux (/-différences. 

Acte I. 
Filtrations Gevrey 
Dijon, 1976 ([RI]) 

Rappelons tout d'abord le théorème d'indice de Malgrange. Soient Ό = C{z} 
l'anneau des germes de fonctions holomophes en 0 et Ο = C[[z}} son complété formel 
pour la valuation z-adique v. Soit, par ailleurs, L — Σί=ο n bi(d/dz)1 un opérateur 

Classification mathématique par sujets (2000). — Primary 34A30, Secondary 12H05. 
Mots clefs. — Équations différentielles linéaires, singularités irrégulières, théorie de Galois différen­
tielle, groupe fondamental. 
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12 D. BERTRAND 

différentiel à coefficients dans O. On attache à L son polygone de Newton M(L) (en 0), 
enveloppe convexe supérieure des droites d'appui de pentes ^ 0 des points du plan de 
coordonnées (z, v(bt) — ?'), i = 0.. . . , n. 

On vérifie facilement que L, vu comme un endomorphisme de O/O, est surjectif. 
D'après le théorème de Malgrange. L est de Fredholm, et son indice \(L,0/0), qui 
coïncide donc avec la dimension de son noyau, est égal à la hauteur (v(bn) — n) — 
mii=Q n(v(bi) — /') dont s'élève le polygone de Newton entre les points d'abscisse 
i = 0 et i — n. En particulier, L G V = 0[l/z\[d/dz] vérifie la condition de Fuchs 
(c'est-à-dire Àf(L) est plat) si et seulement si toute extension de V/VL par l'objet 
trivial V/Vd/dz qui se trivialise après extension des scalaires à 0[l/z] se trivialise 
déjà dans V. 

Comme Ta montré Deligne, Γ irrégularité de Malgrange fournit un analogue diffé­
rentiel du conducteur de Swan. Il est donc naturel de tenter de l'exprimer au moyen 
d'une filtration. Celle que propose Ramis dans [RI, R3], consiste à dévisser Ο au 
moyen des espaces de séries Gevrey définis, pour tout nombre réel «s, par 

S(.s) = { Σ„>ο««*" e Ô, Ση>0 φζ»S(.s) = { Σ„>ο««*" e Ô, 

<S(.s) = { Σ „ > ο « « * " e Ô, Σ η > 0 φζ» converge sur C}. 

Que des conditions Gevrey gouvernent les solutions de L en une singularité irrégulière 
n'est bien entendu pas une idée nouvelle : il y a tout juste un siècle, Maillet avait 
remarqué que toute solution formelle d'une équation différentielle algébrique est une 
série Gevrey, et Perron avait considérablement précisé ce résultat dans le cas linéaire. 
Ramis montre que les endomorphismes que L induit sur Os et (9(.s), s ^ 0, sont de 
Fredholm, et il relie leurs indices aux invariants suivants, récemment introduits dans 
la théorie par Gérard et Levelt. 

Pour tout nombre réel k ^ 0, soient ik{L) et Ik{L) la plus petite et la plus grande 
des abscisses des points de contacts avec M(L) de la droite d'appui de pente k. Par 
exemple, %Q(L) = 0, et IQ(L) est le degré du polynôme indiciel de L. Les opposées des 
ordonnées de ces points de contact fournissent, pour s — l//c, les indices recherchés. On 
en déduit que x(L, 0/Os) = dimker(L, 0/Os) est la hauteur dont s'élève le polygone 
de Newton entre les points d'abscisse i = 0 et i — ik{L). Idem, avec i = h(L), 
pour O(.s)-

Je ne déclinerai pas les nombreux corollaires de ce résultat, et renvoie à [LR-P] pour 
une preuve faisceautique inspirée de Deligne et Malgrange, incluant un raffinement à 
double précision de la filtration Gevrey, qu'on trouve aussi en théorie des équations 
aux différences [Du]. Mais revenons à [RI], et à ses dernières pages. 

Ramis y remarque qu'en échelonnant suivant l'indice k la transformation de La-
place inverse formelle, la méthode de Borel permet, sous une hypothèse de croissance 
exponentielle de la transformée le long d'une direction, de sommer les solutions Gevrey 
de L en de vraies solutions, avec « une assertion d'unicité dans un certain secteur ». 
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C'est sa première rencontre avec la notion de À;-sommabilité, promise, comme on le 

sait, à un brillant avenir (cf. §2). Comme me rapprend Malgrange, la sommabilité de 

Borel (k = 1) était réapparue, peu auparavant, dans les travaux de physiciens comme 

J-J. Loeffel et A. Sokal. Nul doute que les rencontres de la RCP Maths-Physique de 

Strasbourg, qu'a lontemps organisées Ramis, ont ici joué un rôle. 

Quant au dernier paragraphe de [RI], il résout la moitié d'un problème classique de 

la théorie des ^-fonctions de Siegel. Une £7-fonction est une série formelle holonome 

/ = Ση>ο anZn à coefficients dans un corps de nombres F, dont les images par tout 
plongement complexe de F appartiennent à Π ε >οΟ-ι+ ε , et telles que les dénomina­

teurs des an vérifient une condition du même type. Si L G C(z)[d/dz], les résultats 

de Ramis valent aussi pour les ordres s < 0, pour peu qu'on complète le polygone de 

Newton par la contribution du point oo. Ramis en déduit que les images en question 

appartiennent alors à et ne sont dans ^ (~ i ) que si / est un polynôme. L'ana­

logue de ce résultat pour les dénominateurs des an reste ouvert, mais la notion de 

« série Gevrey de type arithmétique » à laquelle les travaux de Ramis ont conduit Y. 

André est devenue centrale en théorie des fonctions (voir [Al]). 
Pour clore ce chapitre sur le même registre^1), je mentionnerai le dévissage sous-

jacent aux théorèmes de Bézivin et Robba [B-R] sur les opérateurs de Polya : on 

filtre cette fois l'anneau des séries formelles F[[z]] par son sous-espace des fonctions 

globalement bornées, et par le localisé de F[z] en 0. 

Acte II. 
(Re)sommation et groupes de Galois différentiels 

Les Houches (1979) ([R2]), Rio (1985) ([R4]), Strasbourg (1991) 

([Mr-R6]) 

Comme on Ta vu, on décèle la présence d'une singularité irrégulière par un défaut 

de convergence. La théorie de Galois différentielle exhibe une autre anomalie : contrai­

rement au cas régulier (théorème de densité de Schlesinger), le groupe de Galois dif­

férentiel d'une équation irrégulière n'est en général pas engendré par sa monodromie. 

Les travaux de Ramis des années 80 conduisent à une magnifique jonction de ces deux 

thèmes. 

Soient Κ le corps des fractions de Ό, et Κ son complété formel. Il sera ici plus 

commode d'exprimer les résultats en termes d'un système différentiel 

DY := ^-Y - BY = 0, Be gln{K) 

Au lecteur qui trouverait ces digressions arithmétiques oiseuses, je dirai qu'elles apparaissent en 
filigrane dans de nombreux travaux de Ramis. Souvenirs d'un amour de jeunesse? (Voir [Se], bas de 
la page 5.) 
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14 D. BERTRAND 

équivalent sur K à l'équation Ly — 0. D'après le théorème de Thomae-Fabry-Poiiicaré-
Hukuliara-Turrittin-Levelt, il existe, après passage à une extension finie de K (que 
nous supposerons triviale dans ce qui suit), une matrice diagonale Q = diag(çi, . . ., qn) 
formée de polynômes en \ sans ternies constants, une matrice constante Λ commutant 
à Q, et un élément Ρ de GLn{K) tels que Pe^zA soit une matrice fondamentale 
de solutions « formelles » de D. Les degrés des q} non nuls sont les pentes kr > 
• · · > A4 > 0 du polygone de Newton de L, et le nombre de qt de degré k vaut 
Ik(L) — h(L). Appliquant les résultats du § 1 au système différentiel Hom(D, Do), où 
Do = —- — Q' — \k, on voit que Ρ est constitué de séries Gcvrey d'indice ζ I/A^I, 
où N\ est le plus petit des degrés des polynômes q, — q} non nuls. L'« extraordinaire » 
[Dl] théorème des développements asymptotiques énonce que, pour tout élément θ du 
cercle S1 des directions autour de 0, il existe un germe de secteur U de bissectrice 0, 
et une matrice Pu holomorphe sur U, y admettant un développement asymptotique 
égal à P. tels que y υ = P\j(^ zA soit une matrice fondamentale de solutions de D 
holomorphes sur U. Voir [R5-S] pour une extension de ce théorème au cas non linéaire, 
et avec des conditions Gevrey. 

Notons respectivement Σ (Do) et Σ (Do) Γ ensemble des lignes de Stokes et des di­
rections singulières de Hom(D.D( )) (ou de End(Do). cela revient au même) : ce sont 
les θ le long desquels, au voisinage de 0, l'un au moins des eq,~q> change de compor­
tement asymptotique, ou au contraire admet une décroissance maximale. La formule 
précédente montre que pour tout secteur ouvert U' tel que U' — U ne rencontre pas 
Σ (Do), le prolongement analytique à U' de Pu reste asymptotique à P. D'où, un 
recouvrement de S1 par des ouverts d'angles π/κ„. κΛ = max<ieg(</i — qj), sur les­
quels D admet des solutions fondamentales du type précédent. Mais cette collection 
n'est justifiable (rancune « assertion (Γunicité » : de ce fait, les matrices de connexion 
( ',υ, = y(

 13-7 , G GLn(C) qui relient ces solutions à la traversée (Lune ligne de Stokes 
iront pas d interprétation canonique. 

C'est la vérification de conditions Gevrey sur les restes des développements asymp­
totiques qui permet à Ramis d'y accéder. Pour tout secteur U, soit AS(U) Γ anneau des 
fonctions / holomorphes sur [/, y admettant un développement asymptotique dont le 
n-ième reste est majoré sur U par rn|~;|n, avec Σ , ^ 0

 r "~" ^ s" ^ n c S(^'*e f ° r m c u e 

/ G Οχ/υ est dite À'-sommable dans la direction θ si elle est. développement asympto­
tique. sur un ouvert UQ contenant Tare [Θ — fr.-0 + d'une fonction / G A\/k{Ue), 
alors unique, qu'on appelle la À'-somme canonique σο(}') de / le long de Θ, et qui 
se calcule au moyen du procédé de Borel. Ramis introduit dans [R2] le sous-anneau 
0\β. C 0\ji, des séries k-som/rnables, c'est-à -dire, À'-sommables dans toute direc­
tion sauf un nombre fini, et montre que lorsque End(D(}) ne présente qu'une pente 
κ 1 = K,s — k > 0, les coefficients de la matrice Ρ supra sont À:-sommables, (Γensemble 
de directions exceptionnelles E(D 0). D'où, pour toute direction singulière d, deux 
resommations canoniques a(j± {P) de Ρ le long de directions séparées par d, et une 
matrice de connexion naturelle C<i reliant les solutions y(i± correspondantes. 
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