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REPRESENTATIONS MODULAIRES DE GL2(Q,) ET
REPRESENTATIONS GALOISIENNES DE DIMENSION 2
par

Laurent Berger

Résumé. — On démontre la conjecture de Breuil concernant la réduction modulo p
des représentations triangulines V' et des représentations II(V) de GL2(Qp) qui leur
sont associées par la correspondance de Langlands p-adique. L’ingrédient principal de
la démonstration est I’étude de certaines représentations lisses irréductibles de B(Qp)
via des modéles construits en utilisant les (¢, I')-modules.

Abstract (Modular representations of GL2(Qj) and 2-dimensional Galois representations)

We prove Breuil’s conjecture concerning the reduction modulo p of trianguline
representations V' and of the representations II(V') of GL2(Qp) associated to them
by the p-adic Langlands correspondence. The main ingredient of the proof is the
study of some smooth irreducible representations of B(Qp) through models built
using the theory of (¢, I')-modules.

Introduction

Cet article s’inscrit dans le cadre de la correspondance de Langlands p-adique. Dans
ses articles [10, 11], Breuil a défini une correspondance qui & une représentation p-
adique V' de dimension 2 de Gal(ap /Qp) qui est cristalline ou semi-stable, associe
une représentation II(V) de GL2(Q,). Le fait que II(V') est non-nul, irréductible et
admissible a été démontré par Colmez pour les représentations semi-stables (voir
[16]) puis par Breuil et moi-méme pour les représentations cristallines dans [7]. La
correspondance a ensuite été étendue aux représentations triangulines dans [16] puis
a toutes les représentations de dimension 2 de Gal(Q,/Q,) dans [17] par Colmez.
Dans [9, 10], Breuil a par ailleurs défini une correspondance en caractéristique p
et conjecturé qu’elle était compatible avec la premiére. L’objet de cet article est de
démontrer cette conjecture pour les représentations triangulines.

Afin d’énoncer ce théoréme, nous devons introduire quelques notations qui nous
serviront par la suite. Dans tout cet article, p est un nombre premier et le corps L (le
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« corps des coefficients ») est une extension finie de Q,, dont on note &1, 'anneau des
entiers, mz, I'idéal maximal et kr, le corps résiduel. On note Gq, le groupe de Galois
Gal(ép /Qp), w la réduction modulo p du caractére cyclotomique ¢, et pour y € L
ou y € kz, on note p, le caractére non-ramifi¢ de Gq, qui envoie Frob,, ! (c’est-a-dire
Iinverse du frobenius arithmétique) sur y. On normalise le corps de classes pour que
pE Q; s’envoie sur Frob,, 1 ce qui permet de voir 1ty comme le caractére non-ramifié
de Q. qui envoie p sur y. On note enfin wy le caractére fondamental de Serre de
niveau 2.

On appelle B(Q,) le sous-groupe de Borel supérieur de GL3(Q,). Pour alléger
les notations, il nous arrivera d’écrire G pour GL2(Qp) et B pour B(Q,) ainsi que
d’identifier Q; au centre de GL2(Qp). Sill; et II, sont deux kj-représentations lisses
de longueur finie de B(Q,) (ou de GL2(Q,)), on écrira II; Y II; (ou bien IIy Y II,)

pour signifier que les semi-simplifiées de II; et de Iy sont isomorphes.

Si V est une représentation p-adique de Gq,,, on en choisit un & -réseau T stable
par Gq, et alors V = (kr ®¢, T)* ne dépend pas du choix de T par le théoréme
de Brauer-Nesbitt. De méme, si IT est une représentation de GL2(Q,) qui admet un
réseau I1°, on note II la semi-simplifiée de la réduction de II° qui, si elle est de longueur
finie, ne dépend pas du choix du réseau dans une classe de commensurabilité.

Rappelons a présent les notations de [9] et la conjecture de [10]. Sir € {0,...,p—1}
et six: Q) — k; est un caractére continu, que 'on identifie & un caractére continu
de Gq, via le corps de classes, alors on note ind(wgﬂ) l'unique représentation de

Gq, de déterminant w™! et dont la restriction a I'inertie est whtt @wg(rﬂ). On pose

p(r,x) = (ind(w5™)) ® x.
On pose par ailleurs :
- 1GL2(Qp) T 1.2
1ndGL2(Zp)Q: Sym" k7
T— )\

m(r, A x) = ® (x o det),

ot A € F,, et T est un certain opérateur de Hecke (cf. [3]). Le théoréme ci-dessous

est alors l’extension aux représentations triangulines de la conjecture 1.2 de [10].
Plusieurs cas particuliers étaient déja connus et sont rappelés en détail au §3.2.

Théoréme A. — Si'V est une représentation trianguline irréductible, alors :
V = p(r,x) & (V) = (r,0, x)
o r4+1 0 o
' (“W ) ®x & (V) ~7(r, A x) @m(lp—3—r],A7" w1y
0 Ha—1 G

Ici [p — 3 — r] est I'unique entier appartenant a {0,...,p — 2} et qui est congruent
4 p—3—r modulop—1.

La démonstration de ce théoréme est fondée sur le lien entre II(V) et le
(¢,T')-module D(V') (dont on rappelle la définition au §1.1), d’abord montré par Col-
mez pour les représentations semi-stables dans [16] puis par Breuil et moi-méme pour

ASTERISQUE 330



REPRESENTATIONS GALOISIENNES ET REPRESENTATIONS DE GL2(Q,) 265

les représentations cristabellines dans [7] et enfin par Colmez pour les représentations
triangulines (voir encore [16]).

Le premier chapitre est consacré a des rappels. Le deuxiéme chapitre est consacré a
létude de représentations de B(Q,) construites & partir de certaines représentations
galoisiennes. On trouve soit des restrictions d’induites paraboliques, soit des restric-
tions de supersinguliéres et le fait d’en avoir des modéles explicites est important pour
la suite. Nous démontrons notamment les résultats suivants d’intérét indépendant, les
notations étant rappelées dans les paragraphes 1.3 et 2.1.

Théoréme B. — SiIl est une ki -représentation lisse irréductible de GL2(Q,) admet-
tant un caractére central, alors :

1. si IT est un caractére, ou la spéciale, ou supersinguliére, alors sa restriction a
B(Qp) est toujours irréductible ;

2. siII est une série principale, alors sa restriction ¢ B(Q,) est une extension du
caractére indutsant x1 ® x2 par une représentation irréductible Indg (x1 ®x2)0-

Ce théoréme a depuis été généralisé par Pagkunas (cf. [24]) et par Vignéras (cf.
[26]).

Théoréme C. — Si I1; et Iy sont deuz kp-représentations lisses semi-simples et de
longueur finie de GL2(Qp) (dont les composantes irréductibles admettent un caractére
central) et dont les semi-simplifications des restrictions & B(Q,) sont isomorphes,
alors I1; et Iy sont déja isomorphes en tant que représentations de GL2(Qyp).

Dans le troisiéme chapitre, on utilise les résultats explicites du deuxiéme pour
démontrer le théoréme A. On termine en faisant le point sur les résultats que ’'on en
déduit concernant la réduction modulo p de certaines représentations cristallines et
semi-stables.

Remerciements : Je remercie C. Breuil pour ses encouragements tout au long de la
rédaction de ce travail, et je le remercie de méme que P. Colmez pour des discussions
éclairantes sur plusieurs points de cet article.

1. Rappels et compléments

L’objet de ce chapitre est de rappeler certaines des constructions faites dans le
cadre de la « correspondance de Langlands p-adique ». Nous renvoyons a [7, 9, 10,
11, 15, 16, 17, 18] pour plus de détails.

1.1. Représentations galoisiennes et (p,I')-modules

Nous reprenons les notations de 'introduction. Les caractéres x : Gq, — k; sont
tous de la forme w”u, pour r € {0,...,p — 2} et y € k. Rappelons la classification
des représentations absolument irréductibles de Gq, de dimension 2 sur k. Soit

wp : Gal(Q,/Qp2) — F;z le caractére fondamental de Serre de niveau 2. On suppose
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désormais que Fj: C kr. Sir € {0,...,p—1} et si x : Q) — k; est un caractére
continu, que ’on identifie & un caractére continu de Gq, via le corps de classes, alors
on pose comme dans l’introduction :

p(r,x) = (ind(wy*)) ® x.
On obtient ainsi toutes les représentations absolument irréductibles de Gq, de dimen-

sion 2 sur kr,, et les entrelacements entre les p(r, x) sont les suivants (cf. par exemple
I'introduction de [9]) :

p(r,x) = p(r,xp—1) = plp — 1 —r,xw") = p(p — 1 — 7, xw"p—1).

La classification des représentations p-adiques de Gq, est, comme on le sait, beau-
coup plus compliquée mais la théorie des (¢, I')-modules permet de s’y retrouver un
petit peu. Soient pp» ’ensemble des racines p"-iémes de 'unité, ppee = Up>qppn et
I' = Gal(Q,(up=)/Qp). Soit Os 'anneau défini par Op = {3 ;e a; X" ol a; € O, et
a_; — 0 quand ¢ — oco}. On munit cet anneau d’un frobenius &' -linéaire ¢ défini par
©(X) = (1+X)P—1 et d’une action & -linéaire de I donnée par v(X) = (1+X)=( —1
siy € I'. Un (¢,I')-module étale est un &g-module D de type fini muni d’un fro-
benius semi-linéaire ¢ tel que ¢*(D) ~ D (ici ¢p*(D) est le Og-module engendré
par ¢(D)) et d’une action de I' semi-linéaire continue et commutant & ¢. Rappe-
lons que Fontaine a construit dans [21, A.3.4] un foncteur T' — D(T) qui & toute
Or-représentation de Gq, associe un (p,I')-module étale et que ce foncteur est une
équivalence de catégories. Si V = L ®4, T est une représentation p-adique, alors on
pose D(V) = L ®g, D(T).

L’anneau O est un ¢(0g)-module libre de rang p, dont une base est donnée par
{(14X)"}o<icp_1. Siy € D, alors on peut écrire y = 3P~ (14 X ) (y;) et on définit
un opérateur ¢ : D — D par la formule ¢(y) = yo si y = Ef;ol(l + X)lo(y;)-

Si D est un (¢,I')-module étale sur Oy, alors Colmez a repris et généralisé dans
[18, §IL.4] la construction de [23, §3] d’un sous-&;[[X]]-module D* de D, qui est
caractérisé par les propriétés suivantes :

1. D est un « treillis » de D (voir [18, §1.1]);

2. quels que soient x € D et k > 0, il existe n(x, k) > 0 tel que ¢¥"(z) € D! +p*D

sin > n(x,k);

3. lopérateur v induit une surjection de D* sur lui-méme.

Le calcul de Du(V) pour des représentations de dimension 1 ne pose aucun probléme
et le calcul suivant est utile dans la suite de cet article.

Lemme 1.1.1. — Si W = kr, - w est une kr-représentation de Gq, de dimension 1,
donnée par un caractére w”p,, alors DY (W) = X~ kL[[X]]-e, avec e = aw ot o € F,,
est tel que aP~! =y.

Sous les hypothéses du lemme ci-dessus, on pose alors D (W) = k. [[X]] - e. Re-
marquons en passant que ¢(e) = ye et que y(e) = w"(v)e si v € I'. La notation
D™ provient de la théorie des représentations « de hauteur finie » de [21, §B] (qui
n’intervient pas dans le reste de cet article).
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Lemme 1.1.2. — Si W est une kp-représentation irréductible de GQp de dimension
> 2, et si M C D¥(W) est un sous-kr[[X]]-module non-nul stable par v, alors
M = DY(W).

De meéme, si W est une kp-représentation de Gq, de dimension 1, et si
M C DY (W) est un sous-kr,[[X]]-module non-nul stable par <, alors M = DT (W).

Démonstration. — Faisons tout d’abord le cas o W est de dimension > 2. Nous
utilisons les notations du §II.5 de [18]. Par le corollaire I1.5.12 de [18], il s’agit de
montrer que D? = D*. Le lemme suit alors du (ii) de la proposition I1.5.19 de [18], en

utilisant le (ii) de la remarque I1.2.4 de [18] parce que (W*)Gal(QP/Q:b) =0.

Faisons maintenant le cas ou W est de dimension 1. Il s’agit de montrer qu’un
idéal non-nul et stable par ¢ de ki[[X]] est égal a ki[[X]]. Les idéaux de kp[[X]]
sont de la forme X7k, [[X]] pour j > 0 et un calcul facile montre que si j > 1, alors
(X 7k [[X]]) contient X7~ k1 [[X]] ce qui permet de conclure. O

1.2. Construction de représentations de B(Q,)

Rappelons que si II est une kp-représentation profinie d’un groupe topologique G,
alors sa duale IT* (P’ensemble des formes linéaires continues f : II — k) est une
kp-représentation lisse de G et que si II est topologiquement irréductible, alors IT* est
irréductible (voir par exemple le §2.3 de [5] pour une démonstration).

Si D est un (p,I')-module, alors lim D? dénote I’ensemble des suites v = (v;)i>0

telles que 9 (v;+1) = v; pour tout ¢ > 0. Si D est un (¢, I')-module sur L, on demande
en plus que la suite (v;);>0 soit bornée pour la topologie faible.
On fixe un caractére lisse x de Q) et on munit liilw D* d’une action de B(Q,)

comme suit. Tout élément g € B(Q,) peut s’écrire comme produit :
(= O 1 0 1 0 1 =z
g 0 x 0 pf 0 a 0 1)’
or €Q),j€Z, acZyetzeQ, Siv=(vi)ix0 € @w D, alors on pose pour

1 >0:
z 0 )
((; ))—x (e
10 J(a).)-
(B —

1 0
<<O ) *v) =7, (v), otl 7, €T est tel que e(7,) = a;
a .
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