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INEGALITE DE BRUNN-MINKOWSKI-LUSTERNIK, ET
AUTRES INEGALITES GEOMETRIQUES ET FONCTIONNELLES

par Bernard MAUREY

INTRODUCTION

La théorie des corps convexes a commenceé a la fin du X1x° siecle avec 'inégalité de
Brunn, généralisée ensuite en inégalité de Brunn-Minkowski-Lusternik qui s’applique a
des ensembles non nécessairement convexes. Ce theme a depuis longtemps des contacts
avec les problemes isopérimétriques et avec des inégalités d’Analyse, telles que celles
qui traduisent les plongements de Sobolev. Nous allons développer quelques aspects
plus récents des inégalités géométriques, dont certains sont liés a la technique du
transport de mesure, notamment le transport dit « de Brenier ». On ne trouvera pas
ici 'approche d’un résultat faramineux, mais des pistes vers un ensemble convergent
de techniques qui ont prouvé leur applicabilité.

L’essentiel de notre travail sera fait dans I’espace euclidien R™ ; on notera le produit
scalaire par -y = 37| z;y; et la norme par |z| = (z - 2)'/2. On notera [, f(z)dx
ou bien fRn f Dintégrale d’une fonction f pour la mesure de Lebesgue sur R™. On
notera 1 4 la fonction indicatrice d’un sous-ensemble A de R", et A + B la somme de
Minkowski de deux sous-ensembles A, B de R", égale & {a+b:a € A,b € B}.

1. BRUNN-MINKOWSKI ET INEGALITES GEOMETRIQUES
L’inégalité de Brunn-Minkowski sans dimension se formule ainsi : si A, B sont deux

compacts non vides de R", et si on note |A|,|B| leurs volumes (pour la mesure de
Lebesgue), on a

A+B
=
En réalité, Pinégalité |(1 — t)A + tB| > |A|*7!|B|* est valable pour tout t € [0, 1], et
elle se transforme facilement par des arguments d’homogénéité en la forme classique

‘ > |A|1/2|B|1/2.
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pour l'inégalité de Brunn-Minkowski dans R",
A+ BI" > AP 4 B

Si A est convexe et si B est un translaté d’'un homothétique de A, I'inégalité de-
vient une égalité. Appliquée en prenant pour B une boule euclidienne de rayon ten-
dant vers 0, cette inégalité conduit & une démonstration de l'inégalité isopérimé-
trique dans R™. Démontrée d’abord par Brunn (1887) en dimension 2 ou 3 pour deux
convexes, reprise par Minkowski au tout début du Xx°¢ siecle, I'inégalité a été étendue
par Lusternik & des compacts quelconques de R™ ; curieusement, le nom de Lusternik
est rarement associé de nos jours a cette extension considérable (voir [Lus|, [HeM]).
Hadwiger et Ohmann [HaO] en donnent une démonstration assez simple, en appro-
chant A et B par des réunions finies de rectangles, et en réalisant une association bien
choisie entre parties de A et B de méme mesure; la preuve finit par I'inégalité entre
moyennes arithmétiques et géométriques. Ces deux ingrédients se retrouvent dans la
plupart des autres preuves.

L’article récent de Richard Gardner [Gar] couvre presque tous les thémes traités
dans cet exposé, et bien d’autres qui ne seront pas abordés ici.

1.1. Prékopa-Leindler

On attribue généralement & Prékopa le résultat suivant : si ¢(z,t) est convexe sur
R™ x R, la fonction ® définie sur R par

o) — / o= P@) g

est convexe (on admettra les valeurs infinies). L’inégalité de Prékopa-Leindler a un
rapport plus direct avec Brunn-Minkowski-Lusternik : on se donne 0 < 6 < 1 et trois
fonctions réelles s.c.i. fg, fo, f1 sur R™ qui vérifient pour tous xg, 1 € R™ I'inégalité

(Hpr) fo((1 = 0)xo + 0z1) < (1 —0)fo(zo) + 0f1(21)

et on obtient I’énoncé qui suit.

THEOREME 1.1 (Prékopa, Leindler). — Si les fonctions fo, fo, f1 satisfont (Hpr),

on a
/n e fo®@) gz > (/n e~ fol@) dx)lie(/n e f1(@) d:c)e.

En attribuant ce résultat aux seuls Prékopa [Pre] et Leindler [Lei], nous faisons
un choix de simplicité qui n’est sans doute pas historiquement tout a fait correct; en
effet, la paternité de ce type de résultat a été revendiquée par deux groupes différents
(voir Das Gupta [DaG] pour une autre vision de I’histoire). Le théoréme 1.1 redonne
immédiatement Brunn-Minkowski-Lusternik en prenant les fonctions fy, fo, f1 égales
a 0 sur les ensembles Ag, Ag = (1 — 0)Ag + 6A1, A, et égales & +0o en dehors, de
sorte que pour j = 0,6,1 on ait I'égalité 14, = e fi.
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Pour éviter ces valeurs infinies, il est souvent plus agréable d’écrire 'hypothese sous
la forme suivante : trois fonctions réelles positives s.c.s. go, gg, g1 sur R" vérifient pour
tous g, x1 € R™ I'inégalité

(Hpr2) 90 ((1 — )z + 1) > g0(w0)' % g1(z1)*

et on déduit que [gg > ([ 90)1_9(f g1)?. Cette inégalité est adaptée & 1’étude des
mesures log-concaves. Une mesure p sur R™ & densité log-concave s’écrit du(z) =
e=#?(*) dz, avec ¢ convexe sur R™; on voit facilement que le triplet gi = 1a,e7%,
j=0,0,1avec Ag = (1 — 0)Ap + 0A; vérifie 'hypothese (Hpr2), ce qui conduit a
I'inégalité

(1) p((1—0)Ag +0A1) > u(Ao) " p(Ar)’.

Appliquée & une mesure log-concave symétrique (c’est-a-dire invariante par x — —x),
cette inégalité donne le résultat de T.W.Anderson (en fait, le résultat d’Ander-
son [And] est un peu plus général que le théoreme 1.2, et il a été montré directement
a partir de Brunn-Minkowski) : si § = 1/2,s1 Ag = C+wvet Ay = C —wv, ot C est
un convexe symétrique et v un vecteur quelconque, on trouve que (Ag + A;1)/2 = C,
pendant que p(Ag) = u(A;1) par la symétrie de p; ainsi, on obtient

1(C) = u((Ao + A1)/2) = p(Ao)?u(A1)? = p(C +v),

ce qui signifie ceci : parmi les translatés d’un convexe symétrique, le convexe centré
en 0 a la plus grande mesure.

THEOREME 1.2 (Anderson). — Si p est une mesure log-concave symétrique sur R,
si C' est un convexre symétrique et v un vecteur quelconque, on a

H(C +0) < u(C).

Un cas particulier important est celui de la mesure gaussienne. Désignons par 7,
la mesure gaussienne standard sur R, dont la densité est (27)~"/2 exp(—|z|?/2). Elle
est bien str log-concave, symétrique. Le principe précédent s’applique donc a 7, et
il joue un role important dans certaines questions de statistique.

1.2. Isopérimétrie gaussienne

Le probléme isopérimétrique gaussien a été résolu par Christer Borell [Bol], Vla-
dimir Sudakov et Boris Tsirelson [SuT]. Plus tard, Antoine Ehrhard [Ehr] a donné
une autre démonstration et apporté d’autres informations, que nous discuterons plus
loin. Si A est un sous-ensemble fermé de R™, on désigne par A. son épaississement de
taille € > 0 pour la distance euclidienne,

A, ={z e R" : dist(x, A) < e}.
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THEOREME 1.3. — Parmi les ensembles fermés A de mesure gaussienne v,(A) = a
fizée, les demi-espaces affines minimisent l’accroissement de mesure v, (Ae) — vn(A),
ou ce qui revient au méme, minimisent la mesure v, (Ac).

Par exemple, lorsque 7, (A) = a = 1/2, un demi-espace affine B de méme mesure que
A est donné par B = {(x1,...,2,) € R" : 21 < 0}, et on peut énoncer en passant
aux complémentaires

—+oo
%MQQMEFWﬂM>®:/ dn(t).

Si f est une fonction 1-lipschitzienne sur R™ (vérifiant | f(x)— f(y)| < |z—y| pour tous
x,y) possédant une valeur médiane m, c’est-a-dire une valeur telle que v, (f < m) =
1/2, on voit que f reste inférieure ou égale & m + & sur Iépaissi A. de A = {f < m},
donc

+oo
Yo ({f > m+e}) <7m(A2) < / dyi(t);

on a la méme majoration pour -, ({f <m-— 5}), ce qui donne une bonne borne pour
la probabilité ~,, ({|f —m| > s}) que f dévie de plus de € de sa valeur médiane m,

m({|f=m|>e}) <n{teR: |t >e}) <e /2.

Cette propriété de concentration a eu de nombreuses applications en théorie asymp-
totique, la théorie des espaces normés de dimension finie tendant vers I'infini, voir par
exemple le fameux théoréme de Dvoretzky dans le livre de Gilles Pisier [Pis]. Cepen-
dant, il est suffisant pour ce type d’applications d’avoir un résultat moins précis, de
la forme
T ({lf —m| > e}) <207/

par exemple, ou m; peut désigner la moyenne de f au lieu de sa médiane, et ce type
d’inégalité peut étre obtenu de bien des maniéres (intégrale stochastique, méthodes
d’espace gaussien, voir [Led]), mais aussi a partir de Prékopa-Leindler comme ci-
dessous.

PROPOSITION 1.4. — Pour toute fonction [ réelle 1-lipschitzienne sur R™ et pour
tout nombre réel t, on a

/etf(r)ftf(y) dyn (2) dyn(y) < ot

Sous cette forme le résultat est optimal, puisque I'inégalité ci-dessus est une égalité
pour les fonctions linéaires. A partir de cette estimation de transformée de Laplace,
on obtient les inégalités de concentration par Markov, comme il est habituel.

Démonstration. — Posons

gi(z) = min{tf(z+h) +|h*/4: h € R"}.
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Le triplet de fonctions wo(z) = —gi(2) + |2[/2, ¢1/2(2) = [22/2, ¢1(y) = tf(y) +
ly|?/2 vérifie 'hypothese de Prékopa-Leindler (Hpy,), car pour tous z,y € R™ on a
Tty
vo(@) +o1(y) = —tf(y) — |z —y[?/4+ 2?2+ tf(y) + [y*/2 = 2@1/2( )

2
On en déduit que

([ an@) ([ anw) < ([dnE) =1

Comme ¢f(x + h) > tf(x) — |th| par la condition de Lipschitz, et que ¢f(x) — |th| +
|h|?/4 > tf(z) — t? pour tout h, on a tf(x) < gi(x) + 2, donc

/etf(z)ftf(y) Ay (2) dyn (y) = (/ otf (@) d’yn(z)) (/ e~ tfW) d’yn(y)) <. O

Avec une preuve apparentée a la précédente mais nettement plus subtile, Serguei
Bobkov et Michel Ledoux ont obtenu une démonstration d’une inégalité Log-Sobolev
pour 7, ([BoLl).

1.3. Une inégalité de Brascamp-Lieb

Une inégalité de Brascamp et Lieb [BrL] a trouvé des applications nombreuses en
convexité; on va I’énoncer sous une forme particuliere due a Keith Ball [Ba2]. On se
place dans R™ ou dans un espace euclidien £ de dimension n. Désignons par v ® v
Popérateur de rang un z — (z - v) v, et supposons que

N
(J) Idg» = Z cj v Q vy,
j=1

avec des vecteurs v; de norme un et des scalaires ¢; > 0, qui satisfont Zjvzl cj=n
par un calcul de trace immédiat. Il en résulte que pour tous z,y € R"

N N

woy= ci(@ov)(yovg), [2> =D ¢ (@0

J=1 J=1
Cette décomposition de 'identité est fortement liée a une notion géométrique impor-
tante, l’ellipsoide de John, et a ses propriétés remarquables; ’ellipsoide de John pour
un corps convexe symétrique C est Uellipsoide maximal contenu dans C'; Fritz John
a montré que lorsque cet ellipsoide est égal a la boule euclidienne unité B, 'identité

de R™ admet la décomposition (J) avec des v; choisis parmi les points de contact de
B et du bord de C.

THEOREME 1.5 (Brascamp-Lieb, version Ball). — Si les vecteurs (v;) et les nombres
(¢;) vérifient la relation (J), on a pour toutes les fonctions positives (f;) intégrables

sur R
/n(]._.[fj(z.vj)%)dzg _1:[(/Rfj(t)dt) ;
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