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COHOMOLOGIE AUTOMORPHE ET SOUS-VARIETES
DES VARIETES DE GRIFFITHS-SCHMID
par

Henri Carayol

A Gérard Laumon a l’occasion de son soizantiéme anniversaire.

Résumé — Nous considérons dans cet article des variétés de Griffiths-Schmid (va-
riantes non algébriques des variétés de Shimura) attachées & des groupes unitaires en
3 variables, ainsi que différentes sous-variétés, isomorphes a des courbes de Shimura.
Nous étudions la restriction & ces sous-variétés de certaines classes de « cohomologie
automorphe » de degré 1, associées a des formes modulaires de Picard. Au moyen
de transformations cohomologiques du type Penrose, nous comparons cette restric-
tion a la situation plus classique de restriction & une sous-variété d’une variété de
Shimura (ici, une variété modulaire de Picard). Le but de ce travail (et d’autres qui
Pont précédé) est de rechercher une possible structure arithmétique sur les groupes
de cohomologie automorphe.

Abstract(Automorphic cohomology and subvarieties of Griffiths-Scimid varieties)

We consider in this article some Griffiths-Schmid varieties (non-algebraic ana-
logues of Shimura varieties) attached to some unitary groups in 3 variables, and
several subvarieties, which are isomorphic to Shimura curves. We study the restric-
tion to these subvarieties of certain “automorphic cohomology” classes of degree one,
associated to some Picard modular forms. Using certain Penrose-type cohomologi-
cal transforms, we compare this restriction to the more classical restriction from a
Shimura variety (in our case, a Picard modular variety) to a subvariety. Our aim in
this paper (and in some previous ones) is to look for a possible arithmetic structure
on automorphic cohomology groups.

0. Introduction

0.1. Nous appellerons « variété de Griffiths-Schmid » un quotient de la forme M =
'\ © ou Q désigne, suivant la terminologie de [13], un « domaine de Mumford-Tate »
et I' un sous-groupe de congruence dans un Q-groupe réductif G. Un tel domaine

Classification mathématique par sujef2010). — 11F23, 11G18, 14G35, 32N99.
Mots clefs — Forme automorphe, groupe unitaire, variété de Picard, cohomologie automorphe,
variété de Griffiths-Schmid.
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est une G(R)-orbite ouverte dans une variété de drapeaux pour G(C). Ces variétés,
étudiées par Griffiths et Schmid deés la fin des années 60, sont des variétés analytiques
complexes, qui généralisent les variétés de Shimura. Comme ces dernieres elles ad-
mettent aussi des versions adéliques, sous la forme de quotients G(Q)\ Q x G(Ay)/K,
avec K un sous-groupe compact ouvert du groupe G(A f) des points & valeurs dans les
adeles finies. Ces domaines de Mumford-Tate peuvent d’ailleurs étre définis par une
donnée similaire a celle qui nous est familiere dans le cadre des variétés de Shimura,
c’est-a-dire par un morphisme :

h:C* — G(R)

non trivial et tel que la conjugaison par h(4) induise une involution de Cartan de G(R),
mais on n’impose plus ici que la structure de Hodge induite sur ’algebre de Lie soit
de type (—1,1)(0,0)(1, —1). Les variétés correspondantes apparaissent alors comme
des espaces de parametres pour certaines structures de Hodge polarisées munies de
données additionnelles. En général, et contrairement a ce qui se passe pour les variétés
de Shimura, la famille universelle correspondante de structures de Hodge n’est pas une
variation : la condition de transversalité de Griffiths VF? C FP~' ® Q}, n’est pas
satisfaite. Elle I’est seulement sur certaines sous-variétés horizontales relativement a
un sous-fibré du fibré tangent. De facon explicite, le domaine €2 est un ouvert d’une
variété de drapeaux Q¥ = G¢/P, ol P est le sous-groupe parabolique d’algebre de
Lie p = F%gc) (pour la structure de Hodge induite sur gc par k). Le champ de
sous-espaces horizontaux provient d’un champ équivariant de sous espaces du fibré
tangent de 2V, donné a Porigine par I'inclusion F~*(gc)/p C gc/p. Voir [7] pour plus
de détails.

0.2. Par ailleurs, le domaine € lui-méme apparait comme un espace homogene
GR)/H, avec H = G(R) N P un sous-groupe, compact mais non nécessairement
maximal, contenant un sous-groupe de Cartan compact. Aux représentations (de di-
mension finie) de H correspondent, de fagon habituelle, des fibrés vectoriels équiva-
riants sur € et donc sur les quotients Mr. La cohomologie cohérente (« cohomologie
automorphe ») de ces variétés a coefficients dans ces fibrés a été étudiée par différents
auteurs. Le lien avec les formes automorphes est semblable & ce qu’on connait dans le
cas des variétés de Shimura. Une différence essentielle tient en ce que le H? peut étre
nul ou trivial, et I’essentiel de la cohomologie concentré en des degrés supérieurs. On
n’obtient pas alors de plongement projectif, et d’ailleurs les variétés Mr ne sont pas
en général algébriques : voir le récent travail de Griffiths, Robles et Toledo ([15]) sur
cette question.

0.3. Ce travail fait suite & la série d’articles [2], [3], [4], dans lesquels nous avons
étudié le cas des variétés de Griffiths-Schmid attachées aux groupes unitaires en trois
variables; il s’agit du plus petit exemple possible d’une telle variété qui ne soit pas
de Shimura. A lorigine je m’étais apergu que certaines formes automorphes (liées
aux limites dégénérées de séries discretes), qui n’admettent aucune réalisation dans la
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cohomologie des variétés de Shimura, apparaissaient cependant dans la cohomologie
de cette variété de Griffiths-Schmid. Cela constitue la motivation fondamentale de
I’ensemble de cette étude. Si 'on pouvait comprendre les propriétés arithmétiques
de la cohomologie des variétés de Griffiths-Schmid on en déduirait des résultats sur
des formes automorphes qui pour I'instant échappent complétement & la théorie (en
particulier, sur les formes de Maass correspondant & la valeur propre % du laplacien).
Bien str, une difficulté essentielle & laquelle on se heurte aussitot tient a la non-
algébricité de la variété étudiée. On cherche néanmoins, méme en ’absence de cette
algébricité, a définir des structures rationnelles sur la cohomologie automorphe.

Dans Darticle [4], on donnait une telle définition en termes de « développement
de Fourier aux pointes » : cela reposait sur la « compactification » (en fait seulement
partielle) que Kato et Usui ont construite des espaces de modules des structures de
Hodge. Pour une 1-classe de cohomologie de type holomorphe ou anti-holomorphe,
on définissait des « coefficients de Fourier » (en fait des éléments du H' d’une courbe
elliptique & multiplication complexe) et I'on montrait qu’il existe une base dans la
cohomologie de ce type constituée de classes dont tous les coefficients de Fourier sont
algébriques sur Q.

0.4. L’objet du présent travail est d’explorer, pour les mémes classes automorphes sur
un groupe unitaire en trois variables, I’autre fagon naturelle d’aborder ces questions
d’algébricité : il s’agit de la restriction & des sous variétés (horizontales), qui sont en
fait ici des courbes de Shimura. On explique comment lire la rationalité des 1-formes
(essentiellement par intégration sur ces courbes de Shimura). Comme dans Uarticle [4]
cela concerne seulement les formes de type holomorphe ou anti-holomorphe. Comme
dans [4] on utilise de fagon essentielle une sorte de transformation de Penrose (intro-
duite dans [3]) qui transforme formes modulaires de Picard en classes de cohomologie
automorphe.

Des résultats analogues valent certainement pour des groupes plus généraux que
U(2,1). Certains autres exemples ont déja été partiellement étudiés : U(2,2) ([5]),

Sp(4) ([14]).

0.5. Voici le plan de cet article : au paragraphe 1 nous rappelons la définition de
la variété de Griffiths-Schmid pour le groupe unitaire en trois variables, donnons
son interprétation comme espace de parametres pour certaines structures de Hodge
polarisées, et nous expliquons pour quelles sous-variétés « horizontales » la condition
de transversalité de Griffiths est satisfaite. Nous identifions trois types de courbes qui
vérifient cette condition et qui sont des courbes de Shimura ; savoir si ce sont les seules
courbes horizontales globales est un probleme intéressant mais sans doute difficile.
Au paragraphe 2 nous rappelons la définition des transformations P et P’ introduites
dans [3] et qui transforment formes modulaires de Picard en classes de cohomologie
automorphe pour la variété de Griffiths-Schmid. Le paragraphe 3 constitue le coeur
de cet article : Pour f une forme de Picard et C une courbe de Shimura de I'un
des trois types précédents, nous relions par une transformation cohomologique Q la
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