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MULTIPLICITÉS MODULAIRES RAFFINÉES

par Christophe Breuil & Ariane Mézard

Résumé. — Soit ρ : Gal(Qp/Qp) → GL2(Fp) continue suffisamment générique. En
utilisant la conjecture sur les multiplicités modulaires de [6] démontrée dans [16], on
montre qu’il existe une bijection naturelle entre l’ensemble des composantes irréduc-
tibles de la fibre spéciale d’un anneau de déformations potentiellement semi-stables de
ρ (à poids de Hodge-Tate et type galoisien fixés) et l’ensemble des poids de Serre de ρ
distincts qui apparaissent dans la réduction modulo p du type de Bushnell-Kutzko pour
GL2(Zp) correspondant. Cette bijection préserve de plus les multiplicités respectives
(de la composante irréductible dans son schéma ambiant, et du poids de Serre associé
dans les constituants de la réduction modulo p). On conjecture que cela reste vrai en
remplaçant Gal(Qp/Qp) par Gal(Qp/F ) et GL2(Zp) par GL2( OF ) pour F extension
finie non ramifiée de Qp, et on donne une famille d’exemples non triviaux d’anneaux
de déformations où c’est bien le cas.

Abstract (Refined modular multiplicity). — Let ρ : Gal(Qp/Qp)→ GL2(Fp) be con-
tinuous and sufficiently generic. Using the conjecture on modular multiplicities of [6]
proved in [16], we show that there is a natural bijection between the set of irreducible
components of the special fiber of a potentially semistable deformation ring of ρ (with
fixed Hodge-Tate weights and Galois type) and the set of distinct Serre weights of ρ
which appear in the reduction mod p of the corresponding Bushnell-Kutzko type for
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GL2(Zp). This bijection preserves respective multiplicities (of the irreducible compo-
nent in its ambient scheme and of the associated Serre weight in the constituants of the
reduction mod p). We conjecture that this remains true when replacing Gal(Qp/Qp)
by Gal(Qp/F ) and GL2(Zp) by GL2( OF ) for F a finite unramified extension of Qp,
and we give a family of non trivial examples of deformation rings when this holds.

1. Introduction

Soit E une extension finie de Qp d’anneau d’entiers OE , $E une unifor-
misante de E, kE = OE/($E) son corps résiduel et soit ρ : Gal(Qp/Qp) →
GL2(kE) une représentation continue. À ρ, on peut associer une ou plusieurs
représentation(s) irréductible(s) de GL2(Zp) sur kE que l’on appelle les poids
de Serre de ρ. Il y a plus de 10 ans, nous avons proposé dans [6] (lorsque
EndkE [Gal(Qp/Qp)](ρ) = kE) une conjecture reliant la réduction sur kE des
diverses OE-algèbres de déformations potentiellement semi-stables de ρ au
nombre des poids de Serre de ρ apparaissant dans la réduction sur kE des
divers types de Bushnell-Kutzko de GL2(Zp). Cette conjecture a été essen-
tiellement démontrée (sous une forme un peu généralisée) par Kisin dans [16]
en utilisant d’une part tout le programme de Langlands p-adique local pour
GL2(Qp) qu’elle avait elle-même inspiré (voir [6, p.214-215], [9], [11], [22], [2],
[4]), d’autre part un argument global de modularité. Signalons que Paškūnas
en a maintenant une preuve purement locale ([23]) en utilisant des résultats de
Dospinescu ([10]).

Rappelons la conjecture de [6] (telle qu’étendue dans [16]) dans le cas où ρ
est suffisamment générique. Soit k ≥ 2 un entier, t un type pour Gal(Qp/Qp),
i.e. une représentation de l’inertie de noyau ouvert Gal(Qp/Qnr

p )→ GL2(E) qui
s’étend à Gal(Qp/Qp), et ψ : Gal(Qp/Qp)→ O

×
E un caractère continu satisfai-

sant une relation de compatibilité convenable avec k et t. Soit R�,ψ(k, t, ρ) la
OE-algèbre fidèlement plate noethérienne complète réduite de corps résiduel kE
qui paramètre les déformations de ρ de dimension 2 sur des extensions finies de
E, potentiellement semi-stables à poids de Hodge-Tate (0, k−1) et de type t (et
éventuellement « framed » au sens de Kisin lorsque EndkE [Gal(Qp/Qp)](ρ) 6= kE ,
voir [18, § 1]). Soit maintenant σ(t) le type de Bushnell-Kutzko pour GL2(Zp)
associé à t (voir [15]) et σ(k, t) le semi-simplifiée modulo $E de la GL2(Zp)-re-
présentation σ(k, t)

déf
= σ(t) ⊗E Symk−2E2. Lorsque ρ est suffisamment géné-

rique, la conjecture de [6] démontrée dans [16] est :

Théorème 1.1 ([16]). — La multiplicité de Hilbert-Samuel de l’anneau local
R�,ψ(k, t, ρ)/($E) est égale au nombre des poids de Serre de ρ (comptés avec
leur multiplicité) qui apparaissent dans σ(k, t).
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L’anneau R�,ψ(k, t, ρ)/($E) étant équidimensionnel, sa multiplicité de
Hilbert-Samuel est la somme des multiplicités de ses composantes irréduc-
tibles. De même, le nombre des poids de Serre de ρ comptés avec leur
multiplicité dans σ(k, t) est la somme des multiplicités des poids de Serre
distincts qui y apparaissent. Les deux entiers du théorème 1.1 sont donc tous
deux naturellement somme d’autres entiers. Nous démontrons au § 4 de cet
article :

Théorème 1.2 (voir § 4). — Si E est suffisamment grand, il existe une bi-
jection qui respecte les multiplicités entre l’ensemble des composantes irréduc-
tibles de R�,ψ(k, t, ρ)/($E) et l’ensemble des poids de Serre de ρ distincts dans
σ(k, t).

Autrement dit (au moins lorsque E est suffisamment grand) les entiers dans
chaque somme sont en fait les mêmes des deux côtés. Comme ρ est suffisam-
ment générique, il y a 0, 1 ou 2 poids de Serre de ρ distincts dans σ(k, t). La
preuve consiste à montrer d’une part qu’il y a aussi respectivement 0, 1 ou
2 composante(s) irréductible(s) dans R�,ψ(k, t, ρ)/($E), d’autre part que les
multiplicités côté déformations sont toujours majorées par les multiplicités cô-
tés poids de Serre. Comme les sommes sont les mêmes par le théorème 1.1, les
multiplicités des deux côtés doivent être égales. On utilise ainsi de manière es-
sentielle le théorème 1.1 dans la preuve du théorème 1.2 (qui n’en fournit donc
pas une nouvelle preuve). On utilise aussi de manière toute aussi essentielle des
idées et techniques introduites par Kisin dans [16] que l’on rappelle au § 3.1 (le
lecteur verra immédiatement à la lecture des §§ 3.1 et 4 tout ce que ces parties
doivent à [16]). Notons que le théorème 1.2 n’est plus vrai tel quel lorsque ρ
est quelconque : il peut y avoir soit plus de composantes irréductibles, soit plus
de poids de Serre (voir théorème 4.1.7, corollaire 4.2.4 et corollaire 4.3.6 pour
différents cas, voir aussi la fin de cette introduction).

Il peut arriver qu’il y ait plusieurs bijections comme dans le théorème 1.2. La
correspondance de Langlands p-adique (par ailleurs essentielle dans les preuves
des théorèmes 1.1 et 1.2) permet d’en définir une qui est canonique, au moins
lorsque EndkE [Gal(Qp/Qp)](ρ) = kE . Soit Tψ(k, t, ρ) la déformation universelle de
ρ sur Rψ(k, t, ρ), il lui correspond une certaine représentation linéaire continue
de GL2(Qp) sur Rψ(k, t, ρ) que l’on note Aψ(k, t, ρ) (voir § 3.2). Rappelons
que si R est un anneau commutatif noethérien, les composantes irréductibles
de Spec(R) sont en bijection avec les idéaux premiers minimaux p de R via
p 7→ Spec(R/p).
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