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E X I S T E N C E D E C H O C S FAIBLE S 
P O U R DE S S Y S T È M E S 

QUASI-LINÉAIRES H Y P E R B O L I Q U E S 
M U L T I D I M E N S I O N N E L S 

Jacques Francheteau , Gu y Métivie r 

Résumé. — L'objet d e ce travail es t l'étude de s choc s faible s pou r de s système s de 
lois de conservation e n dimensio n d'espac e deu x o u plus . L e résultat principa l es t la 
construction dan s un domaine indépendan t d u paramètre e , de familles d e solutions 
u£ ayan t un e discontinuit é su r un e hypersurfac e E £ avec u n sau t d'amplitud e d'ordr e 
de grandeu r s. Le problème à  s fixé  a été résol u pa r A . Majda, comm e u n problème 
mixte hyperboliqu e no n linéair e à  frontière libr e no n caractéristique . Lorsqu e s tend 
vers 0 , le front ten d à  devenir caractéristiqu e e t on doit fair e fac e à un problème de 
type perturbation singulièr e avec perte d e stabilité e t de régularité. Ce s pertes metten t 
en éche c le s méthode s classique s d'obtentio n de s estimation s a priori pa r dérivation 
de l'équation e t de construction d e solutions pa r de s schémas itératif s d e type Picard . 
On es t condui t à  utiliser de s outils plu s sophistiqués , comm e le calcul paradifférentie l 
pour le s estimations a priori e t les schémas d e typ e Nash-Mose r pou r l a construction 
des solutions. Un e applicatio n important e de s résultats concern e les équations d'Eule r 
de la dynamique de s gaz . O n peu t ains i construir e de s famille s d e chocs faible s auss i 
bien dan s le cas du systèm e d'Eule r comple t qu e dan s le cas du systèm e isentropique . 
Nos résultat s permetten t auss i d e compare r ce s deux famille s d e choc s faibles . 
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Abstract (Existenc e o f wea k shock s fo r multidimensiona l quasi-linea r hyperboli c sys -
tems) 

In thi s work , w e consider wea k shock s for system s of conservation law s in an y space 
dimension. Th e mai n resul t i s the constructio n o n a  space-time domai n independen t 
of th e paramete r £ , of families o f weak solution s u e , discontinuou s alon g a  smoot h 
hypersurface E e , with jump s o f order e. For a fixed  e, the proble m ca n be recast as 
a nonlinea r mixe d hyperboli c proble m wit h a  free noncharacteristi c boundary . I t ha s 
been solve d by A. Majda. Whe n e tends to zero, th e fron t tend s to be characteristic. 
This induce s a  los s o f of stabilit y an d regularity. A s a consequence , th e classica l 
nonlinear method s base d on Picard's iteration s an d differentiation o f the equation s d o 
not apply . In this work , to prove th e suitabl e a priori estimate s an d to construct th e 
solutions, w e use mor e sophisticate d method s suc h a s the para-differential calculu s 
and Nash-Moser' s typ e iteratio n schemes . A n important applicatio n o f our result s 
concerns Euler' s equation s o f gas dynamics . The y appl y t o the full syste m an d to 
the isentropi c system . We construct an d compar e wea k shoc k solution s o f these tw o 
systems. 
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C H A P I T R E 1 

I N T R O D U C T I O N 

1.1. Énonc é d u problème 

Au débu t de s année s 80 , A . M a j da ([Ma2] , voi r auss i [Ma3] ) a  montré commen t 
construire de s ondes d e cho c pou r de s système s N x N d e loi s d e conservatio n multi -
dimensionnelles : 

1.1.1 
n 

3=0 
d4Uu) = 0. 

Les flux  fj son t de s application s C°° d'u n ouver t d e RN dan s RN. Le système est 
supposé hyperboliqu e symétriqu e dan s l a direction xo, c'est-à-dire qu'i l exist e une 
matrice S(u) tell e qu e les matrices S(u)fj(u) son t symétrique s e t S(u)fQ(u) es t défini e 
positive. Cett e hypothès e es t satisfaite pa r de nombreux exemple s physique s e t e n 
particulier dè s que le système admet un e entropie strictemen t convex e (cf. par exempl e 
[Pr-Lal], [Se]) . L a dimensio n d'espac e es t n et xq est la variable d e temps, qu'o n not e 
aussi t. 

Un cho c es t un e solutio n faibl e d e (1.1.1), discontinu e à  travers un e hypersurfac e 
E , régulièr e jusqu'a u bor d d e part e t d'autre d e E. Quitte à  changer d e repère, o n 
peut suppose r qu'e n coordonnée s locales , le front es t d'équatio n 

(1.1.2) E : = > n = <f>(y)} y • Xç), . . . ,2?n-l). 

On s'intéress e alor s à  des fonction s u± sur fl± := {± (#n —  <t>(y)) > 0} > régulières 
jusqu'au bor d E . La fonction 

1.1.3 u(x) = 
u+(x) s i xn > <j)(y) 

u (x) s i xn < (f)(y) 

est solutio n faibl e d e (1.1.1), s i et seulement s i u+ et u~ sont solution s classique s de 
(1.1.1) respectivemen t su r fi+ et e t si leurs trace s su r E vérifient le s conditions 
de Rankine-Hugoniot 

;i.i.4 
n 

j=0 
,Vj[fj(Uï. = 0 su r E 

où v — (Ï/0, ... ,z/n) es t la normale à  E et [/] = f(u+) - f(u ) désign e comm e 
d'habitude l e saut d e f(u) su r E (voir pa r exempl e [La ] ou [Se], [Go-Ra]) . 


