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HOMÉOMORPHISMES D E SURFACE S 
THÉORÈMES D E L A FLEU R D E LEAU-FATO U 

ET D E L A VARIÉT É STABL E 

Frédéric L e Rou x 

Résumé. —  O n étudi e l a dynamiqu e d'u n homéomorphism e de surface a u voisinag e 
d'un poin t fixe  isolé . S i l'indic e d u poin t fixe  es t strictemen t plu s gran d qu e 1 , o n 
construit un e famill e d e pétale s autou r d u poin t fixe,  alternativemen t attractif s e t 
répulsifs, c e qui généralis e u n énonc é de dynamiqu e holomorphe . Si l'indic e es t stric -
tement plu s peti t qu e 1 , o n obtien t un e famill e d e branche s alternativemen t stable s 
et instables , c e qui généralis e u n énonc é de dynamiqu e différentiabl e hyperbolique . 

Abstract (Dynamics of surface homeomorphisms, topologica l versions of Leau-Fatou flo-
wer theorem and stable manifold theorem ) 

The stud y o f the dynamic s o f a  surfac e homeomorphis m in th e neighbourhoo d of 
an isolate d fixed  poin t lead s u s t o th e followin g results . I f th e fixed  poin t inde x i s 
greater tha n 1, a famil y o f attractive an d repulsiv e petal s i s constructed , generalizin g 
the Leau-Fato u flower  theore m i n comple x dynamics . I f th e inde x i s les s tha n 1, we 
get a  family o f stable an d unstabl e branches , generalizin g the stabl e manifol d theore m 
in différentiable hyperbolic dynamics. 
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CHAPITRE 0 

INTRODUCTION 

Contexte. —  A u tou t débu t d e l'apparitio n de s système s dynamique s comm e 
branche de s mathématiques , Poincar é avai t soulign é l'importanc e de s orbite s pé -
riodiques comm e l'u n de s biai s pa r leque l i l es t possibl e d'attaque r l'étud e d'u n 
système dynamiqu e ;  depuis , un e bonn e parti e de s problème s d e dynamiqu e consist e 
d'une par t à  cherche r de s orbite s périodiques , d'autr e par t à  tente r d e comprendr e l a 
dynamique a u voisinag e d'un e orbit e périodique . Le s résultat s d e dynamiqu e local e 
sont souven t u n préliminair e incontournabl e à  l'étud e d e l a dynamiqu e global e :  c'es t 
le ca s pa r exempl e e n dynamique  hyperbolique  (théorèm e d e Hartman-Grobman , d e 
la variét é stable , étud e de s bifurcation s locales ) ou e n dynamique  holomorphe  à  un e 
variable (théorème s d e linéarisatio n locale , théorèm e d e l a fleur  d e Leau-Fatou) . 

Problématique. —  Dan s c e texte , nou s nou s intéresson s à  l a dynamique  topolo-
gique, e n dimensio n 2 . Qu e peut-o n dir e d e l a dynamiqu e local e d'u n homéomor -
phisme d e surfac e a u voisinag e d'u n poin t fixe  isolé ? Cett e questio n a  ét é abordé e 
il y  a  longtemp s pa r G . D. Birkhoff, e t plu s récemmen t pa r M . Brown, E . Slaminka , 
S.Pelikan, S . Baldwin, P . Le Calvez, J . -C .Yoccoz , S . Matsumoto ([Bro90b , B S 9 0 , 
PS87 , L C 9 9 , L C Y 9 7 , L C 0 3 , MatOl]) . Contrairemen t au x catégorie s ave c plus d e 
structures, i l n' y a  aucu n espoi r d e théorèm e d e linéarisatio n locale , c e qu i expliqu e 
qu'il n' y ai t pa s e u d e répons e définitive . 

Un de s ingrédient s principa l es t l'indic e d e Lefschet z d u poin t fixe,  i l perme t d e 
préciser l a questio n initial e :  quel lie n y  a-t-i l entr e l'indic e e t l a dynamiqu e ? 

Le lie n l e plu s simpl e es t conséquenc e d e l a théori e de s homéomorphisme s d e 
Brouwer :  s i l'indic e es t différen t d e 1 , alor s d e nombreuse s forme s d e récurrenc e 
(points périodiques , e t mêm e point s no n errants ) son t exclue s dan s u n voisinag e d u 
point fixe  ;  autrement dit , l e comportement  individuel  d e chaque orbit e es t trè s simple . 
Préciser l e comportemen t dynamiqu e consist e alor s à  essaye r d e dir e quelqu e chos e 
du comportement  collectif  de s orbites . 
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Résultats. —  Dan s c e texte , o n obtien t de s énoncé s qu i s'inspiren t d e théorème s 
classiques de s catégorie s plu s structurées , l e théorème  de  la  variété  stable  e n dyna -
mique hyperbolique , e t l e théorème  de  la  fleur  de  Leau-Fatou  e n dynamiqu e holo -
morphe. 

La versio n topologiqu e du théorèm e d e l a variét é stabl e concern e l e ca s o ù l'indic e 
de Lefschetz es t strictemen t plu s peti t qu e 1  : on prouve alor s l'existenc e d e p branches 
stables e t p  branches  instables  locales,  cycliquemen t alternée s autour d u poin t fixe  (o ù 
le nombr e p  es t l a différenc e entr e 1  et l 'indice) . 

La versio n topologiqu e du théorèm e d e l a fleur  d e Leau-Fato u concern e le cas dual , 
où l'indic e d e Lefschet z es t strictemen t plu s gran d qu e 1  :  o n montr e cett e fois-c i 
l'existence d e p pétales  attractifs  e t p  pétales  répulsifs,  ic i encore cycliquement alterné s 
autour d u poin t fixe  (l e nombr e p  es t l a différenc e entr e l'indic e e t 1) . 

On obtien t égalemen t un e nouvell e preuv e d'u n résulta t d e M . Brown :  l'indice d u 
point fixe  pou r tout e puissanc e no n null e d e l 'homéomorphism e es t éga l à  l'indic e 
pour h. 

Stratégie e t outils . —  L a stratégi e de s preuve s es t l a suivante . U n résulta t d'ex -
tension (théorèm e 2.1 ) perme t d e s e ramene r à  u n cadr e d e dynamiqu e globale , celu i 
d'un homéomorphism e de l a sphèr e n'ayan t qu e deu x point s fixes,  noté s N  et  S  :  ainsi , 
la quasi-totalit é d u text e porter a e n réalit é su r de s question s d e dynamiqu e globale . 
En particulier , le s troi s résultat s d e dynamiqu e local e s e déduiron t rapidemen t d'u n 
même théorème , qu e nou s expliquon s maintenant . 

Dans l e cadr e global , o n peu t utilise r l a théori e d e Brouwer . Celle-c i perme t l a 
construction, e n chaqu e poin t (no n fixe),  d'un e droite  de  Brouwer,  c'est-à-dir e d'u n 
arc don t le s extrémités son t le s points fixes  (o u d'une courbe fermée simpl e passant pa r 
l'un de s point s fixes),  e t qu i n e rencontr e so n imag e qu'au x point s fixes.  L e principa l 
résultat d e dynamiqu e global e (théorèm e D ) annonc e l'existenc e d'un e famill e finie 
de droite s d e Brouwe r forman t l e bor d d e structure s dynamique s baptisée s croissants 
et pétales,  don t l e nombr e e t l a dispositio n son t relié s au x indice s de s point s fixes  T V 
et S. 

La constructio n de s croissant s e t de s pétale s utilis e principalemen t deu x outils . 
D'une part , un e notio n d'indic e entr e deu x droite s d e Brouwe r disjointes , appelé e 
indice partiel.  D'autr e part , le s décompositions  en  briques,  élaborée s e t déj à utilisée s 
par P . Le Calvez e t A . Sauzet :  i l s'agi t d'u n certai n typ e d e triangulatio n d u com -
plémentaire de s point s fixes,  adapté e à  l a dynamique . Cett e triangulatio n perme t 
notamment d'évacue r un e grand e parti e de s problème s délicat s d e topologi e plane, e t 
d'obtenir de s preuve s simple s de s résultat s d e Brouwer , e n construisan t pa r un e pro -
cédure «  automatique »  des droite s d e Brouwe r simpliciales  (qu i son t réunio n d'arête s 
de l a triangulation) . 

La plupar t de s preuve s on t pou r déco r u n autr e cadr e d e dynamiqu e globale , celu i 
des homéomorphismes  de  Brouwer  :  ce sont de s homéomorphisme s d u pla n san s poin t 
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fixe. L e passag e d u cadr e «  sphère ave c deux point s fixes  »  a u cadr e «  plan san s poin t 

fixe »  s'effectu e d e l a manièr e suivant e :  en enlevan t le s deux point s fixes  N  e t S,  pui s 

en passan t a u revêtemen t universel , o n obtien t un e surfac e homéomorph e au pla n ;  on 

montre alor s qu'i l exist e un e seul e manièr e «  non trivial e »  d e releve r l a dynamiqu e 

en u n homéomorphism e du pla n (qu i es t bie n sû r san s poin t fixe).  Cec i es t l 'obje t 

de l a propositio n 4.17, et nécessit e l a constructio n préalabl e d'un e droit e d e Brouwe r 

reliant le s deu x point s fixes  N  et  S.  Celle-c i es t obtenu e pa r de s argument s portan t 

principalement su r l a combinatoir e des droite s d e Brouwe r simpliciales. 

On prouv e notamment un e versio n du théorèm e principal , concernan t l'existenc e de 

croissants e t d e pétales, dan s l e cadre des homéomorphismes de Brouwer (théorème E). 

Puis o n e n dédui t l a versio n initial e d u théorème . 

Plan d u texte . —  Dan s l e premie r chapitre , o n énonc e précisémen t le s résultat s 

locaux, e t o n illustr e ce s résultats e t leur s limite s su r de s exemples . Le deuxième cha -

pitre, trè s court , contien t l e théorème d'extensio n qu i rattach e l e cadre loca l a u cadr e 

global. L e troisièm e énonc e l e résulta t principa l d e dynamiqu e globale , e t construi t 

les outil s nécessaire s à  s a démonstratio n (théori e de Brouwe r «  classique » , indic e par-

tiel, décompositio n en briques) . L e quatrièm e contien t l e cœu r d e l a preuve . Enfin , 

le dernie r chapitr e appliqu e théorèm e d'extensio n e t résulta t globa l pour récolte r le s 

résultats d e dynamiqu e locale . 

Les chapitre s concernan t l e cadr e globa l ( 3 e t 4 ) son t largemen t indépendant s de s 

autres chapitres . 
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