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SUBANALYTIC SHEAVES AND SOBOLEV SPACES

Stéphane GUILLERMOU, Gilles LEBEAU, Adam PARUSIŃSKI,
Pierre SCHAPIRA and Jean-Pierre SCHNEIDERS

Abstract. — Sheaves on manifolds are perfectly suited to treat local problems, but
many spaces one naturally encounters, especially in Analysis, are not of local nature.
The subanalytic topology (in the sense of Grothendieck) on real analytic manifolds
allows one to partially overcome this difficulty and to define for example sheaves of
functions or distributions with temperate growth, but not to make the growth precise.

In this volume, one introduces the linear subanalytic topology, a refinement of the
preceding one, and constructs various objects of the derived category of sheaves on
the subanalytic site with the help of the Brown representability theorem.

In particular one constructs the Sobolev sheaves. These objects have the nice prop-
erty that the complexes of their sections on open subsets with Lipschitz boundaries
are concentrated in degree zero and coincide with the classical Sobolev spaces.

Another application of this topology is that it allows one to functorially endow
regular holonomic D-modules with filtrations (in the derived sense).

In the course of the text, one also obtains some results on subanalytic geometry and
one makes a detailed study of the derived category of filtered objects in symmetric
monoidal categories.

Résumé (Faisceaux sous-analytiques et espaces de Sobolev). — Les faisceaux sur les
variétés sont parfaitement adaptés à l’étude des problèmes locaux, mais de nombreux
espaces que l’on rencontre naturellement, en particulier en Analyse, ne sont pas de
nature locale. L’utilisation de la topologie sous-analytique (au sens de Grothendieck)
sur les variétés analytiques réelles permet de surmonter partiellement cette difficulté
et de définir par exemple des faisceaux de fonctions ou distributions à croissance
tempérée, mais pas de préciser cette croissance.

Dans ce volume, on introduit la topologie sous-analytique linéaire, un raffinement
de la précédente et l’on construit divers objets de la catégorie dérivée des faisceaux
sur le site sous-analytique à l’aide du théorème de representabilité de Brown.

On construit en particulier les faisceaux de Sobolev. Ces objets ont la bonne pro-
priété que les complexes de leurs sections sur les ouverts à frontière Lipschitz sont
concentrés en degré zéro et coïncident avec les espaces de Sobolev classiques.

© Astérisque 383, SMF 2016
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Une autre application de cette topologie est qu’elle permet de munir fonctorielle-
ment les D-modules holonomes réguliers de filtrations (au sens dérivé).

Dans le cours du texte, on obtient aussi des résultats de géométrie analytique
réelle et l’on fait une étude détaillée de la catégorie dérivée des objets filtrés dans les
catégories monoidales symétriques.
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