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NORMS IN MOTIVIC HOMOTOPY THEORY

by Tom BACHMANN & Marc HOYOIS

Abstract. — If f: S’ — S is a finite locally free morphism of schemes, we construct
a symmetric monoidal “norm” functor fg: $4(S’) — &H(S), where &/4(S) is the
pointed unstable motivic homotopy category over S. If f is finite étale, we show that
it stabilizes to a functor fg: SSH(S") — SSH(S), where SSH(S) is the P-stable mo-
tivic homotopy category over S. Using these norm functors, we define the notion of a
normed motivic spectrum, which is an enhancement of a motivic Eo-ring spectrum.
The main content of this text is a detailed study of the norm functors and of normed
motivic spectra, and the construction of examples. In particular: we investigate the
interaction of norms with Grothendieck’s Galois theory, with Betti realization, and
with Voevodsky’s slice filtration; we prove that the norm functors categorify Rost’s
multiplicative transfers on Grothendieck-Witt rings; and we construct normed spec-
trum structures on the motivic cohomology spectrum HZ, the homotopy K-theory
spectrum KGL, and the algebraic cobordism spectrum MGL. The normed spectrum
structure on HZ is a common refinement of Fulton and MacPherson’s mutliplicative
transfers on Chow groups and of Voevodsky’s power operations in motivic cohomol-

ogy.

Résumé. (Normes en théorie de I’homotopie motivique) — Pour f: S’ — S un mor-
phisme de schémas fini et localement libre, on construit un foncteur « norme » mo-
noidal symétrique fg: ¢/ (S") — /4 (S), ot ¢/(S) est la catégorie homotopique mo-
tivique pointée sur S. Si f est un revétement étale, on montre qu’il se prolonge en
un foncteur fg: &SH(S’) — SSH(S), o SSH(S) est la catégorie homotopique moti-
vique P!-stable sur S. A 1’aide de ces foncteurs norme, on définit la notion de spectre
motivique normé, qui améliore celle de spectre motivique en anneaux E.,. L’objet
principal de ce texte est une étude détaillée des foncteurs norme et des spectres mo-
tiviques normés, ainsi que la construction de nombreux exemples. En particulier : on
étudie la compatibilité des normes avec la théorie de Galois de Grothendieck, avec la
réalisation de Betti, et avec la filtration par motifs de Voevodsky ; on montre que les
foncteurs norme sont une catégorification des transferts multiplicatifs de Rost entre
anneaux de Grothendieck—Witt ; et on construit des structures de spectre normé sur
le spectre de la cohomologie motivique HZ, le spectre de la K-théorie algébrique KGL,
et le spectre du cobordisme algébrique MGL. La structure de spectre normé sur HZ
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