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INTRODUCTION

Les groupes d’homotopie 7;(X) d’un c.w. complexe fini 1-connexe sont des

groupes abéliens finiment engendrés. Ils s’écrivent donc sous la forme
m(X)=2Z" o T;,

ot T; est un sous-groupe fini. n; est alors la dimension de l’espace vectoriel
mi(X) ® Q.

Les c.w. complexes finis 1-connexes X se répartissent ainsi de maniére na-
turelle en deux classes distinctes : les elliptiques et les hyperboliques, les premiers

étant caractérisés par le fait que les entiers n; sont presque tous nuls. Cette di-

chotomie naive est fondamentale. Sa description est le sujet de ce texte.

Les espaces elliptiques et hyperboliques ont des propriétés trés différentes.
Etre elliptique est une condition trés forte. Nous verrons au paragraphe 5 que
la caractéristique d’Euler d’un espace elliptique est toujours positive ou nulle, et
que sa cohomologie satisfait & la dualité de Poincaré. De plus, si X est elliptique,
ona Y, dimmi(X)® Q < 2cat(X), cat(X) désignant la catégorie de Lusternik-
Schnirelman (la définition est rappelée ci-dessous).

Les premiéres propriétés des espaces hyperboliques concernent le caractére

asymptotique de cette suite n;.

Théoréme 1. S§i X est un c.w. compleze fini 1-connexe, hyperbolique, la

) r . .
suite ) ._, n; a une croissance ezponentielle.

Rappelons de quoi il s’agit. On distingue différents types de croissance. Une
suite n; est dite & croissance polynomiale d’ordre d s’il existe des nombres positifs
c et d avec

n.<ert Vr> 1.
La suite n; est dite & croissance exponentielle s’il existe un nombre réel ¢ > 1 avec
n.>c" Vr>1.

La suite n; est dite a croissance intermédiaire dans les autres cas.

La dichotomie se précise : si X est elliptique, le groupe m;(X) est fini pour

presque tout ¢ ; si X est hyperbolique, X contient “beaucoup” d’homotopie.
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Pour chaque entier p, il existe un degré n tel que 7,(X) contient Z? ; la suite

Sor,dimm(X) ® Q a une croissance exponentielle.

Cette dichotomie s’étend aux espaces de catégorie (de Lusternik-
Schnirelmann) finie, et c’est 14 son cadre naturel. Un espace topologique X est
dit de catégorie inférieure ou égale a n si et seulement si X peut étre recouvert
par n + 1 ouverts contractiles dans X. Ainsi, par exemple, un C.W. complexe
1-connexe de dimension n est de catégorie inférieure ou égale & n. Introduit par
Lusternik et Schnirelmann dans le contexte du calcul des variations, cet invariant

numeérique s’est avéré trés utile en analyse et en topologie.

De tels théoréemes de dichotomie dans la croissance apparaissent aussi dans
d’autres domaines des mathématiques, et notamment en théorie des groupes. Si G
est un groupe engendré par g;, g2, . - . , gn, tout élément g de G peut étre représenté
par un mot ¢{'g{? ... gf;” ; Pentier |ay|+ -+ |ap| est appelé la longueur du mot.
Par définition, la norme de g (relativement a g;,...,9,) est la longueur minimale
des mots représentant g. On obtient ainsi une suite d’entiers b,, ou b, désigne
le nombre d’éléments de G de norme inférieure & n. La croissance de la suite
bn est appelée croissance du groupe. Posé en 1968 par Milnor, le probleme de la,
croissance des groupes a pour premier résultat marquant le théoréme de dichotomie
de Tits (1972) : “Tout sous-groupe finiment engendré d’un groupe de Lie connexe
a une croissance ou polynomiale, ou exponentielle”. Dés lors se pose le probléme
de l'existence d’un groupe a croissance intermédiaire. Il faut attendre jusqu’en
1983 (Grigorchuk) pour voir apparaitre le premier exemple de groupe finiment

engendré a croissance intermédiaire. Et aujourd’hui, le probléme de ’existence

d’un groupe de présentation finie & croissance intermédiaire est encore ouvert.

Pour démontrer le théoréme de dichotomie, nous utiliserons les modéles mini-
maux de Sullivan. Les modéles minimaux sont des objets algébriques déterminés a
isomorphisme prés par le type d’homotopie rationnelle des espaces. Introduits au
début des années 1970 a partir des travaux de Quillen et Sullivan, ils contiennent

tous les invariants homotopiques rationnels des espaces.

Rappelons qu'un espace 1l-connexe est dit rationnel si ses groupes
d’homotopie sont des Q -espaces vectoriels. A chaque espace topologique 1-
connexe X, on peut associer son rationalisé Xq. Il existe diverses constructions

de Xq; nous les rappellerons au paragraphe 2 : Xq est caractérisé a équivalence



