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INVOLUTIONS COMPLEXES 
ET VECTEURS SPHÉRIQUES ASSOCIÉS 

POUR LES GROUPES DE LIE NILPOTENTS RÉELS 

Bernard Magneron 

Résumé. — Les représentations monomiales d'un groupe de Lie nilpotent G dans un 
espace de Hilbert, obtenues par induction à partir d'un caractère unitaire d'un sous-
groupe ont été bien étudiées ces dernières années. Par exemple par Grélaud, Corwin 
et Greenleaf, Fuji war a et Lipsman. 

La construction d'une représentation induite holomorphe à partir d'une sous-al
gèbre î de la complexifiée gc de l'algèbre de Lie g de G, subordonnée à une forme 
/ sur g* fournit un autre procédé pour obtenir des représentations unitaires qui gé
néralise le précédent. Ce procédé a été utilisé lorsque î est une polarisation positive 
par Auslander et Kostant en 1971, afin d'obtenir des représentations unitaires irré
ductibles pour les groupes de Lie résolubles généraux. Depuis lors, l'étude des cas où 
cette induction conduit à une représentation unitaire non irréductible ne semble pas 
avoir été abordée. 

Dans ce qui suit, une première tentative est faite pour combler cette lacune. En 
1985, un travail de Benoist sur la représentation monomiale obtenue à partir du ca
ractère trivial du sous-groupe des points fixes d'une involution de G avaient montré 
qu'il s'agissait là d'un bon exemple de départ pour étudier les représentations mo
nomiales plus générales. Reprenant la même démarche, on considère maintenant la 
représentation induite holomorphe (p, W) construite à partir de la forme nulle sur la 
sous-algèbre î des points fixes d'une involution de gc. 

Pour cela, on utilise les vecteurs « sphériques » ou vecteurs-distributions annulés par 
î, pour chaque représentation unitaire irréductible n de G associée à une G -orbite Q 
dans g* par la bijection de Kirillov. On constate qu'ils forment un sous-espace (Hoo) 
de dimension au plus 1. Ce résultat implique que p est sans multiplicité. On met en 
évidence un cône O de g* tel que l'équivalence Ü fl 0 ^ 0 dirn^"00)* = 1 
est vérifiée. Notons 0 l'intérieur de 0 dans le sous-espace (î D g)1-. On démontre 
alors l'équivalence H ̂  {0} 0 / 0 . 
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Abstract (Complex involutions and associated spherical vectors for real nilpotent Lie 
groups) 

Monomial representations of a nilpotent Lie group G have been studied successfully 
during the last few years by several people, including Grelaud, Corwin and Greenleaf, 
Fujiwara and Lipsman. They are constructed by induction, starting from a unitary 
character of a G-subgroup. 

Starting from a subalgebra t of the complexification gc of the Lie algebra g of 
G, and from a form / of g* such that /([£, £]) = {0}> one can also construct the 
associated holomorphically induced representation. This gives another way to obtain 
unitary representations for G. It generalizes the previous one, as can easily be seen. 

This construction was used by Auslander and Kostant in 1971, assuming that 
t is a so-called positive polarization. Their goal was to study irreducible unitary 
representations of general solvable groups. Since then, no attempts seems to have 
been made to use this method to consider non irreducible unitary representations. 

This work is a first attempt to fill in this gap. Benoist's study of the monomial 
representation associated to the trivial character of the fixed points subgroup for an 
involution of G, which was carried out in 1985, showed it was a good starting example 
for studying more general monomial representations. In the same way, we study here 
the holomorphically induced representation (p, H) associated to the trivial functional 
on the fixed points for an involution of gc, hoping it will give some insight of what 
might happen in more general instances. 

First, we consider the space (7^°°)* of "spherical", or £-annihilated, vectors for 
each irreducible unitary representation TT of G, associated to the G-orbit ft in g* by 
the Kirillov bijection. We prove that this space is of dimension at most one, and find a 
suitable cone 0 such that the equivalence ft n 0 ^ 0 dim(7^~°°)e = 1 holds. 
These results imply that p is always multiplicity free. We then prove the equivalence 
1-1 / {0} 0 # 0, where 0 is the interior of 0 in the subspace (fflg) of g*. 
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INTRODUCTION. CONTEXTE DE NOTRE ÉTUDE 

Soient g une algèbre de Lie nilpotente réelle et G = exp g. 
Soient K un sous-groupe de Lie de G et x un caractère (unitaire) de K. Rappelons 

que la représentation monomiale associée à (K, x) qu'on désigne ici par 

(p(G,K,X),H(G,K,x)) 

agit dans l'espace 7i(G,K,x) formé par les (classes de) fonctions $ mesurables sur 
G telles que $(gh) = <&(g) x~1(h) pour tout g de G et tout h de K et qui sont 

telles que / \${g)\2 dg < oo et que l'action de p(G,K,x) de G sur H(G,K,x) 
JG/K 

est donnée par p(G,K,x)(g') & (9) = DIG (-1). 
Dans le cas où x = 1, on peut alors écrire simplement (p(G, K), W(G, K)) au lieu 

de (p(G, K,l), 1-L(G, AT, 1)). La représentation ainsi obtenue est dite quasi-régulière. 
On note C (resp. 71) l'action de g sur l'espace C°°(G) donnée pour X dans g et 

g dans G par 

C{X)*(g) = d/dt ̂ (exp-tX g)\t=Q, 

(resp. K(X)*(g) = d/dt (gexptX)^), 

ainsi que son prolongement naturel à U(g) obtenu par linéarité et composition. 
Étant donnée une sous-algèbre de Lie (complexe) ï de gc, nous nous intéressons 

aux objets associés suivants : 

1) Soit {TT^T-L^) une représentation unitaire irréductible de G, nous considérons 
l'espace {H'00)1 formé par les vecteurs-distributions de n qui sont annulés par ï. 

2) Nous considérons aussi la représentation induite holomorphe quasi-régulière 
de G associée à î qu'on désigne par (p(G, î),7i(G, ï)) ou plus simplement par (p,H). 
C'est une sous-représentation de p(G,exp({? fi g), 1) = p(G,exp(£ n g)). Son espace 



2 INTRODUCTION. CONTEXTE DE NOTRE ÉTUDE 

1-i est le complété de l'espace des fonctions $ de G°°(G) qui sont des éléments de 
H(G,exp(t fl g)) et qui sont telles que K(t) $ = {()}• 

On peut alors se poser les questions suivantes : 
a) Peut-on déduire la dimension de l'espace (H-oo) des propriétés algébriques 

et géométriques de la G-orbite coadjointe associée à 7r par la bijection de Kirillov? 
b) Peut-on trouver une expression explicite des vecteurs-distributions annulés par 

î, sous la forme d'une intégrale, lorsque n se réalise par la construction de Kirillov à 
partir d'une polarisation de g ? 

c) Peut-on trouver des propriétés algébriques et géométriques de g* et de ! 
permettant d'affirmer que la représentation p n'est pas nulle ? 

D'autres questions naturelles se posent que nous n'avons pas abordées faute de 
temps : 

d) Peut-on mettre en évidence une expression explicite des coefficients associés 
aux vecteurs-distributions annulés par ï (formule de Kirillov) ? 

e) Peut-on désintégrer la représentation (p, W) et donner une formule de Plan-
cherel ? 

f) Peut-on utiliser la formule de Plancherel pour prouver la résolubilité de cer
tains opérateurs différentiels sur G/exp(t fl g) associés à ï ? 

Nous nous restreignons au cas particulier où ï est formée par les points fixes 
d'une involution a de gc. Une présentation de nos résultats se trouve dans les sous-
sections 1.1 et 1.2 et une synthèse dans la section 9. 

Dans le cas réel où {ï fl g)c = î, p est une représentation quasi-régulière de G 
dans L2 (G/ exp(£ Pi g)) associée à l'espace symétrique nilpotent G/ exp(£ Pi g). Des 
réponses satisfaisantes aux questions ci-dessus ont été alors fournies par Benoist dans 
sa thèse ([2] à [4]) et initialement, nous avons cherché à étendre ses résultats. En 
particulier dans ce travail, nous utilisons comme lui les vecteurs-distributions annulés 
par î (appelés dans ce cas vecteurs sphériques) pour obtenir des renseignements sur 
p, par exemple pour vérifier qu'elle est sans multiplicité. Ceci étant, le plus souvent 
ses méthodes ne se généralisent pas à notre étude, et le cas complexe apparaît comme 
beaucoup plus long à traiter que le cas réel. 

Les résultats de Benoist peuvent être considérés comme des illustrations de la 
théorie des représentations monomiales des groupes de Lie nilpotents, ou plus généra
lement des groupes de Lie résolubles exponentiels. Cette théorie, qui s'est développée 
activement durant ces dernières années a permis l'obtention, dans le cadre de la théo
rie des orbites, de descriptions de plus en plus précises de ces représentations et des 
concepts qui leur sont associés. Les résultats obtenus ont aussi permis de mettre en 
évidence des propriétés de résolubilité des opérateurs différentiels invariants sur ces 
groupes et les espaces homogènes associés. Mentionnons, par exemple, les travaux de 
Grélaud ([13] et [14]), Corwin et Greenleaf [8], Fujiwara ([10] et [11]), Lipsman [20] 
et Benoist ([2] à [4]). 
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On peut se demander s'il n'existe pas une théorie concernant certaines (ou éven
tuellement toutes) les représentations induites holomorphes de ces groupes qui géné
raliserait la théorie des représentations monomiales. Dans ce contexte, notre travail 
apparaît comme une première tentative pour expliciter une telle théorie. Notons que 
jusqu'à maintenant, aucune recherche ne semble avoir été faite dans cette direction. 
Depuis la parution en 1971 du célèbre article de Auslander et Kostant [1], les tra
vaux concernant les représentations induites holomorphes (ou éventuellement harmo
niques) ont portés essentiellement sur les critères d'irréducibilité et de non nullité de 
ces représentations lorsqu'elles sont induites à partir de certaines polarisations com
plexes des groupes de Lie résolubles (voir, par exemple, les travaux de Rossi-Vergne 
[26], Fujiwara [9], Zaïcev [28], Penney [25]) et plus récemment pour des polarisa
tions faibles, ceux de Inoue [17]). Le cas où l'induction se fait à partir d'une sous-
algèbre complexe qui n'est pas une polarisation, ne semble pas avoir été abordé. 

Lorsque nous avons entamé cette étude, la connaissance des quelques exemples, 
mentionnés plus haut, de représentations induites holomorphes déjà étudiées était 
insuffisante pour nous permettre d'imaginer des réponses aux questions que nous 
nous posions. Il nous a donc fallu commencer par étudier d'autres cas particuliers. 
C'est pourquoi, avant d'aborder le présent travail, nous avons complètement traité le 
cas des représentations p obtenues à partir des paires symétriques {g,o~) telles que 
aâ — au. Les résultats ainsi obtenus ont été annoncés dans [22]. Certains d'entre eux 
sont présentés dans la sous-section 11.3 comme des corollaires de la présente théorie. 
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