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CONDITIONS DE KAN SUR LES NERFS DES w-CATEGORIES

PAR FELIX LOUBATON

RESUME. — On montre que le nerf de Street N'(C') d’une w-catégorie stricte C' est un
complexe de Kan (respectivement une quasi-catégorie) si et seulement si les n-cellules
de C pour n > 1 (respectivement n > 1) sont faiblement inversibles. De plus, on
munit N (C) d’une structure d’ensemble complicial saturé ou les n-simplexes marqués
correspondent aux morphismes du n“™¢ oriental vers C envoyant 'unique n-cellule
non-triviale du domaine sur une cellule faiblement inversible de C.

ABSTRACT (Kan conditions on the nerves of w-categories). — We show that the Street
nerve of a strict w-category C is a Kan complex (respectively a quasi-category) if and
only if the n-cells of C for n > 1 (respectively n > 1) are weakly invertible. Moreover,
we equip N(C) with a structure of saturated complicial set where the n-simplices
correspond to morphisms from the n'" oriental to C' sending the unique non-trivial
n-cell of the domain to a weakly invertible cell of C.

Introduction

Dauns [4], Grothendieck introduit le foncteur nerf entre la catégorie des petites
catégories et celle des ensembles simpliciaux. Ce foncteur est défini grace a
lobjet cosimplicial qui envoie [n] sur la petite catégorie suivante :

ho([n]) :== 0 1 n.
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332 F. LOUBATON

Le nerf d’une petite catégorie C' est défini par la formule N..(C), =
Hom(ho([n]),C). De plus, ce foncteur admet un adjoint & gauche, qui asso-
cie & un ensemble simplicial X, la catégorie ho(X). De nombreuses notions de
la théorie des catégories peuvent alors étre « traduites » dans le langage des
ensembles simpliciaux, ce qui est le point de départ de la théorie des (oo, 1)-
catégories. Intéressons nous en particulier a la notion de groupoide, et a sa
« traduction » dans les ensembles simpliciaux.

L’inclusion A°[2] — A[2] est envoyée par le foncteur hy sur l'inclusion de
catégories :

1 1
UV O'(Ll/ Yz
- )
0 .o R
00,2 70,2

Ainsi, par adjonction, I’ensemble simplicial M4 (C) a la propriété de relévement
A droite par rapport & A°[2] — A[2], si et seulement si pour tout couple de mor-
phismes (f, g) de C de méme domaine, il existe un morphisme z : t(g) — ¢(f)
tel que f = x o g. Dans le formalisme que ’on développera, on dira que I’équa-
tion Eq(ogs = x 0 091) admet une solution pour tout choiz de paramétre. On
peut alors démontrer simplement que N,q¢(C) a cette propriété de relevement
si et seulement si tous les morphismes de C' admettent des inverses a gauche.
De fagon analogue, N, (C) a la propriété de relevement & droite par rap-
port & A%[2] — A[2], si et seulement si tous les morphismes de C' admettent
des inverses a droite, ou dans notre formalisme, si et seulement si [’équation
Eq(og2 = 012 0 ) admet une solution pour tout choix de paramétre. Enfin on
en déduit que C' est un groupoide si et seulement si No4:(C) a la propriété de
relévement & droite par rapport & A‘[2] — A[2] pour i = 0,2. Le nerf de C' a
en fait la propriété de relévement & droite par rapport a toute les inclusions de
cornets :

THEOREME (Boardman & Vogt). — Une catégorie C est un groupoide si et
seulement si 'ensemble simplicial Noot(C) a la propriété de relévement par
rapport aux inclusions A'[n] — Aln] pour 0 < i < n.

Dans [9], Street définit un nerf de la catégorie des petites w-catégories .
vers la catégorie des ensembles simpliciaux. Ce nerf est construit grace a 1’ob-
jet cosimplicial qui & [n], associe le ni®™¢ oriental, noté |[n]|. Pour les petites

1. Une w-catégorie est la donnée d’un ensemble de O-cellule, pour tout couple de O-cellules
d’un ensemble de 1-cellules, pour tout couple paralléle de 1-cellules, un ensemble de 2-cellules,
etc., muni de compositions vérifiant des lois d’associativité et de distributivité strictes. Cette
notion est précisément définie dans la définition 1.4
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dimensions, on peut en donner une représentation graphique :

0] — 0
M 0—2 =1
2] — go1 012
] ﬂUo12
1 e 2
[3] = K‘TOHUOQ/ 723 = \315 A oras
001 / TT17023 00123 0013

Le nerf de Street est alors défini par la formule N(C)n := Hom(|[n]|, C).
Par exemple, une w-catégorie C' a la propriété de relevement par rapport a
I'inclusion A°[2] si pour tout couple de I-cellules de méme domaine (f,g), il
existe une 1-cellule z ainsi qu'une 2-cellule y : f — x %¢ g. On dira alors que
Déquation Eq(y : 003 — « %o 003) admet une (pré)-solution pour tout choiz de
parameétre. De méme, C' a la propriété de relevement par rapport a l'inclusion
A°[3] — A[3] si pour tout sextuplet de 1-cellules (f,g, h,i,7j, k), et tout triplet
de 2-cellules (a, 8,7) tellesque a: g = ixg f, B:h — kx*xog,etv:h— j*of,
il existe une 2-cellule x : j — k *q 4, ainsi qu’une 3-cellule

y:(k*oa)*16—> (ac*of)*l'y
On dira alors que l’équation
Eq(y : (023 %0 0012) *1 (0023) — (% *0 001) *1 0013)

admet une (pré-)solution pour tout choiz de paramétre.
L’objectif premier est d’étudier les équations définies par les inclusions de
cornets, afin d’en déduire le théoréme suivant :

THEOREME A (4.19). — Soit C' une w-catégorie. L’ensemble simplicial N'(C)
a la propriété de relévement par rapport aux inclusions Ain + 1] — Aln + 1]
pour tout n > 0 et tout 0 < i < n (resp. pour tout n > 1 et tout 0 < i < n)
si et seulement si les cellules de C' de dimension supérieure ou égale & 1 (resp
strictement supérieur d 1) sont faiblement inversibles.

Une propriété importante du nerf catégorique est que ’on peut caractériser
son image : un ensemble simplicial y appartient si et seulement si il a la propriété
de relévement unique a droite par rapport aux inclusions de cornets intérieurs.
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334 F. LOUBATON

Cependant, pour le nerf de Street, il n’existe pas d’ensemble de monomor-
phismes S tel qu'un ensemble simplicial soit le nerf de Street d’'une w-catégorie
si et seulement si il a la propriété de reléevement unique a droite par rapport aux
morphismes de S. Le probleme provient du fait que pour une w-catégorie C, il
est impossible de distinguer des autres les n-simplexes qui correspondent a des
morphismes |[n]| — C qui envoient I'unique n-cellule non triviale du domaine
sur une unité. Pour pallier ce probleme, Roberts, puis Street considérerent un
nerf a valeur dans la catégorie des ensembles simpliciaux stratifiés. Cette caté-
gorie a pour objet les couples (K, ¢K) ou K est un ensemble simplicial et t K est
un sous ensemble des simplexes de K comprenant les simplexes dégénérés. Les
morphismes entre (K,tK) et (L,tL) sont les morphismes f : K — L tel que
S(tK) C tL. Un simplexe dans tK est dit marqué. On munit alors N'(C') de la
stratification composée des simplexes |[n]| — C qui envoient 'unique n-cellule
non triviale du domaine sur une unité. Roberts conjecturas alors 'existence
d’un ensemble de monomorphismes S tel qu'un ensemble simplicial stratifié
soit le nerf de Street d’une w-catégorie si et seulement si il a la propriété de
reléevement unique a droite par rapport aux morphismes de S. Cette conjec-
ture a finalement été démontrée par Verity ([10]). Il est intéressant de noter
qu’au niveau des ensembles simpliciaux, ces morphismes sont des inclusions de
cornets.

De la méme fagon que les ensembles simpliciaux ayant la propriété de rele-
vement a droite par rapport aux inclusions de cornets intérieurs, c’est a dire
les quasi-catégories, forment un modele des (oo, 1)-catégories, on voudrait que
pour tout entier naturel n, les ensembles simpliciaux stratifiés ayant la pro-
priété de relevement a droite par rapport aux morphismes de S et dont tous
les simplexes de dimension strictement supérieur a n soit marqués, appelés en-
sembles compliciaux n-triviaux, soient un modele des (0o, n)-catégories. Dans
ce contexte, pour k < n, les k-simplexes marqués correspondraient a des k-
cellules (faiblement) inversibles. Cependant, pour que cette interprétation des
simplexes marqués soit correcte, il faut ajouter une condition supplémentaire
sur la stratification, qui correspond & un analogue de la propriété (2 parmi 6)>
que doivent vérifier les n-cellules faiblement inversibles. Cela amene & considérer
la notion d’ensemble complicial saturé (définition 5.9). Cependant, bien que la
stratification évoquée au paragraphe précédent munisse N (C) d’une structure
d’ensemble complicial, elle n’est pas saturée en général.

Dans [7], Riehl évoque la possibilité de considérer d’autres stratifications
sur le nerf d’une w-catégorie, afin d’obtenir une structure d’ensemble compli-
cial saturé. Si C est une l-catégorie, une telle stratification est obtenue en

2. Si C est une catégorie, une classe W de morphismes vérifie la propriété (2 parmi 6)
lorsque pour tout triplet de morphismes f, g, h tel que gf et hg soient dans W, alors f,g,h
et hgf sont dans W.
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marquant les 1-simplexes qui correspondent & des 1-cellules inversibles ([7, pro-
position 3.1.5]). De plus, Ozornova et Rovelli ont montré que si C' est une
2-catégorie, une telle stratification est obtenue en marquant les n-simplexes
qui correspondent & des morphismes |[n]| — C qui envoient 'unique n-cellule
non triviale du domaine sur une 1-cellule 2-inversible si n = 1, sur une 2-cellule
inversible si n = 2 et sur une identité si n > 3 ([6, théoréme 5.2]). Gagna, Har-
paz et Lanari démontrent un résultat analogue pour les ensembles simpliciaux
échelonnées dans [3]. Grace & I’étude des inclusions de cornets qu’on se propose
d’effectuer, on pourra montrer une généralisation de ces résultats :

THEOREME B (5.22). — Soit C' une w-catégorie. Si on définit tN(C) comme
étant Uensemble des simplezes de C correspondant auz morphismes |A[n]| — C
qui envoient 'unique n-cellule non triviale du domaine sur une cellule faible-
ment inversible (définition 1.7), l'ensemble simplicial stratifié (N (C),tN(C))
est un ensemble complicial saturé.

Si on appelle n-trivial une w-catégorie dont toutes les cellules de dimension
strictement supérieures a n sont faiblement inversibles, on peut en déduire un
analogue du théoréme A pour les ensembles simpliciaux stratifiés :

COROLLAIRE C. — Soit C' une w-catégorie. L’ensemble complicial (N(C),
tN(C)) est n-trivial si et seulement si C est n-trivial.

Malheureusement, comme en témoignent les diagrammes présents dans ’ar-
ticle de Street, les orientaux deviennent rapidement trés compliqués lorsque la
dimension augmente. On doit donc réaliser un important travail préliminaire
avant de pouvoir démontrer ces deux théoremes.

La premiére étape va étre d’étudier la théorie développée dans [8]. Dans cet
article, Steiner construit un foncteur v : CDA — w-cat entre une catégorie
composée de complexes de chalnes munis d’une structure additionnelle, appe-
lés les complexes dirigés augmentés, et la catégorie des w-catégories strictes.
Il montre de plus que ce foncteur admet un adjoint & gauche. Restreint aux
complexes dirigés augmentés libres admettant une « bonne » base, il devient
une équivalence de catégorie dont le codomaine est composé des w-catégories
admettant un « bon » ensemble de générateurs.

Nous allons construire un autre foncteur p, entre la catégorie des complexes
dirigés augmentés admettant une « bonne » base et la catégorie des w-catégories
admettant un « bon » ensemble de générateurs, isomorphe a v, qui utilisera le
formalisme des chaines. C’est alors un cadre adapté pour définir un « algo-
rithme » qui exprime les cellules de vK = K en un composé de générateurs,
ou K est un complexe dirigé augmenté.

Les orientaux correspondent alors a 1’objet cosimplicial défini par le composé
des foncteurs suivants :

A C CDAj; % w-cat
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