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UN CRITÈRE D’ÉPOINTAGE DES SECTIONS `-ADIQUES

par Niels Borne & Michel Emsalem

Résumé. — La conjecture d’épointage est apparue comme une approche de la célèbre
conjecture des sections de Grothendieck. Nous nous intéressons à une forme faible
de celle-ci en introduisant une généralisation directe d’un théorème d’Uwe Jannsen
décrivant exactement quand l’homologie `-adique d’une courbe ouverte est une re-
présentation Galoisienne pure. Nous donnons aussi des exemples concrets de courbes
modulaires pour lesquelles l’épointage est possible au niveau `-adique.

Abstract (A criterion of cuspidalization of `-adic sections). — The cuspidaliza-
tion conjecture emerged as an approach of Grothendieck’s famous section conjecture.
We address a weak form of it by using a slight generalization of a theorem of Uwe
Jannsen which describes exactly when the `-adic homology of an open curve is a pure
Galois representation. We also give concrete examples of modular curves for which the
cuspidalization is possible at the `-adic level.

Texte reçu le 9 janvier 2012, révisé et accepté le 31 juillet 2012.
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466 N. BORNE & M. EMSALEM

1. Introduction

Soit Y une courbe géométriquement connexe sur un corps k de type fini
sur Q. On dispose de la suite exacte courte des groupes fondamentaux étales

(∗Y ) 1→ π1(Yk̄, x̄)→ π1(Y, x̄)→ Gk → 1

où k̄ est une clôture algébrique, Gk = Gal(k̄/k) est le groupe de Galois absolu
de k, et x̄ est un point géométrique de Y . Soient à présent X une courbe
propre lisse géométriquement irréductible, et U le complémentaire dans X d’un
diviseur D défini sur k. On s’intéresse dans cet article à la question suivante,
dite d’épointage des sections :

Les sections de la suite exacte (∗X) se relèvent-elles en des sections de la
suite exacte (∗U ) ?

Une des motivations pour l’étude de ce problème est que la conjecture des
sections pour X de genre au moins 2, qui affirme que toute section de (∗X) pro-
vient d’un point k-rationnel de X, implique une réponse positive à la question
de l’épointage des sections.

Réciproquement, il est bien connu des spécialistes qu’une réponse positive
à la question de l’épointage des sections permettrait de réduire la conjecture
des sections au cas de la droite projective privée d’un nombre fini de points.
Pour donner un sens précis à cette assertion, on doit formuler une version de
la conjecture des sections pour des courbes éventuellement non propres, où à
chaque point à l’infini est associé un « paquet » de (classes de conjugaison de)
sections, qui a le cardinal du continu.

Comme une référence pour cette réduction de la conjecture de sections
semble faire défaut, nous en avons inclus une esquisse assez détaillée (voir §3.1),
en prenant le parti de remplacer les courbes affines par des orbicourbes qui leur
sont « homotopiquement équivalentes », mais dont la propreté permet un trai-
tement beaucoup plus uniforme (voir §2.2), les « paquets » mentionnés ci-dessus
correspondant à des limites projectives de points rationnels sur ces orbicourbes.

Nous nous limiterons à l’étude de la question de l’épointage des sections dans
le cadre suivant. Pour tout nombre premier l, considérons la suite exacte

(∗Y )[ab,l] 1→ H1(Yk̄,Zl)→ π
[ab,l]
1 (Y, x̄)→ Gk → 1

où π[ab,l]
1 (Y, x̄) désigne le quotient de π1(Y, x̄) par le noyau du morphisme na-

turel π1(Yk̄, x̄) → H1(Yk̄,Zl) du groupe fondamental « géométrique » vers son
plus grand l-quotient abélien. Dans ce cadre se pose la question de l’épointage
des sections l-adiques :

Les sections de la suite exacte (∗X)[ab,l] se relèvent-elles en des sections de
la suite exacte (∗U )[ab,l] ?
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Ce type de problème a été récemment soulevé par Mohamed Saïdi (voir [20]).
On montrera dans cet article l’énoncé suivant :

Théorème 1. — Soient k un corps de type fini sur Q, Gk son groupe de Galois
absolu, X/k une courbe propre et lisse, géométriquement connexe, D ⊂ X

un diviseur réduit, U = X\D l’ouvert complémentaire, et x ∈ U un point
géométrique. On fixe une extension galoisienne finie k′/k contenant les corps
de définition de tous les points de D et un nombre premier l ne divisant pas
[k′ : k]. On note PicX/k le schéma de Picard de X, et PicX,D/k celui de la
courbe obtenue à partir de X en pinçant D en un unique point rationnel (voir
§3.3). On fait les deux hypothèses suivantes :

1. Il existe un entier naturel N ≥ 1 premier à l et un point rationnel
p : Spec k → PicNX/k tel que D soit inclus dans la fibre du morphisme

composé X → Pic1
X/k

×N−−→ PicNX/k en p,
2. la classe de Pic1

X,D appartient au sous-groupe l-divisible maximal du
groupe H1(Gk,Pic0

X,D).

Alors toute section du morphisme naturel π1(X,x)[ab,l] → Gk se relève en une
section du morphisme π1(U, x)[ab,l] → Gk.

Voici un aperçu de la preuve du théorème 1. La deuxième condition du
théorème équivaut, d’après [13], à l’existence d’une section du morphisme
π

[ab,l]
1 (U, x)→ Gk. Le problème revient alors à montrer la surjectivité de l’ap-

plication H1(Gk,H1(Uk,Zl)) → H1(Gk,H1(Xk,Zl)). Une condition suffisante
— beaucoup plus forte a priori que la condition d’épointage des sections
l-adiques — est, bien entendu, que H1(Uk,Zl), qui est a priori une extension
de H1(Xk,Zl) par un module de Tate qu’il est facile de décrire en fonction des
pointes, soit en fait une somme directe de ces deux représentations galoisiennes
pures : on dira que l’homologie de U est pure. Nous utilisons alors, en le
généralisant un peu, un théorème d’Uwe Jannsen (voir théorème 13), pour
prouver le théorème suivant :

Théorème 2. — Supposons que tous les points de D soient rationnels sur une
extension galoisienne finie k′ de k de degré premier à l. L’épimorphisme

H1(Uk̄,Zl) � H1(Xk̄,Zl)

admet une section Gk-invariante si et seulement si géométriquement (c’est-à-
dire sur k), pour tous z, z′ dans le support de D, le diviseur z′−z est de torsion
première à l dans la jacobienne de X.
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