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P I N C E A U X D E C O U R B E S I N T É G R A L E S 

D ' U N C H A M P D E V E C T E U R S A N A L Y T I Q U E 

par 

Felipe Cano, Robert Moussu & Fernando Sanz 

Résumé. — Soit 70 une c o u r b e in tégra le d ' un c h a m p de vec teurs ana ly t ique X 

dans une var ié té rée l le de d i m e n s i o n t rois . S u p p o s o n s que 70 ait un seul po in t l imi te 

et qu 'e l le pos sède des tangentes i t é rées . Le p inceau intégral P I ( 7 o ) est l ' ensemble 

des c o u r b e s in tégra les de X qui ont les m ê m e s tangentes i t é rées (o r i en t ée s ) que 70 . 

N o u s m o n t r o n s que les c o u r b e s de P I ( 7 o ) sont , soi t d e u x à d e u x sous -ana ly t iquement 

separables , soit d e u x à d e u x a s y m p t o t i q u e m e n t en l acées . D a n s ce dernier cas . P I ( 7 o ) 

p o s s è d e un axe formel qui est d ivergent si et seu lement si les c o u r b e s de P I ( 7 o ) sont 

n o n osci l lantes . 

Abstract (Integral pencils of trajectories of an analytic vector field). — Let 70 b e an inte

gral cu rve o f an ana ly t ic vec to r field X in a real three d imens iona l man i fo ld . S u p p o s e 

that 70 has a s ingle l imit po in t and that it has all i terated tangents . T h e integral 

penc i l P I ( 7 o ) is the set o f all integral curves o f X hav ing the s a m e (o r i en ted) i terated 

tangents as 70 . W e p rove that t w o arbi t rary curves in P I ( 7 o ) are either subanaly t i -

ca l ly separa ted or a s y m p t o t i c a l l y l inked. In this last case , P I ( 7 0 ) has a formal axis 

w h i c h is d ivergent if and o n l y if the curves o f P I (70 ) are no t osc i l la tory . 

0 . Introduction 

Soit X un champ de vecteurs analytique sur une varieté 71/ de dimension trois 

et soit 70 une courbe intégrale de X dont F ensemble cj-limite, u;(7o), est un point 

singulier p de X. Nous nous intéresserons à la question suivante. Comment, d'un 

point de vue analytique. 70 peut-elle tendre vers / ; ? Cette question n'est pertinente 

que si 70 possède une tangente en En effet, soit 717 : AI\ —> AIQ l'éclatement de 

centre po et soit 71 le relevé de 7 par 717. Son ensemble u-limite, a;(71), est contenu 

dans le diviseur exceptionnel de TT\ qui est identifié à 1RP(2). La courbe 70 a une 

tangente en p0 de direction p\ si et seulement si 1^(71) = p\. Si ce irest pas le cas. 

l'étude de 71 au voisinage de p\ est un problème de dynamique globale. Ce irest plus 

Classification mathématique par sujets (2000). — P r i m a r y 3 4 C 0 8 ; S e c o n d a r y 3 1(4 0. 3 7 D 3 0 , 3 2 B 2 0 . 
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Mots clefs. — C h a m p de vec teurs , E D O , é c l a t e m e n t , osc i l la t ion , var ié té invariante. 

© A s t é r i s q u e 297, S M F 2004 



2 F. CANO, R. MOUSSU & F. SANZ 

un problème local de géométrie analytique. Pour cette raison nous nous intéressons 

seulement aux courbes 70 qui possèdent des tangentes itérées TI(7o) = {pn}, c'est-à-

dire, à celles pour lesquelles il existe une suite infinie d'éclatements ponctuels 

Me r1 Ah 7T2 Mo • • • < Л/n-l 
dn Mn ..... 

de centres les points p0, p1> • • • ,Рп-ь • • •, telle que p n = cj(7 n) où j n est le relevé de 

7n__i par 7rn. La droite tangente à 7 n _ i en p n _ i est naturellement orientée par 7 n _ i . 

Nous notons p+ le point correspondant de S 2 et T I + ( 7 0 ) = {p^} i a suite des tangentes 

itérées orientées de 70. L'ensemble PI(7o) des courbes 7 telles que T I + (7 ) = TI + (7o) 

est le pinceau intégral de 70 pour X. Si Г est une courbe formelle en po, nous notons 
encore Т1(Г) sa suite de points infiniment proches au sens de [2]. Si Т1(Г) = ТЦ70) 
nous dirons que Г est Vaxe de РЦ70) ou que 70 a un contact plat avec Г. 

S'il existe une surface analytique qui ne contient pas 70 et qui coupe 70 selon une 
infinité de points, on dit que 70 est oscillante. Dans ce cas, le théorème suivant décrit 

les propriétés du pinceau PI(7o). 

Théorème du spiralement axial ([7]). — Si 70 est oscillante et possède des tangentes 

itérées, PI(7o) possède un axe Г convergent X-invariant et 70 « spirale » autour de Г. 
De plus, si Г n'est pas contenu dans SingX le heu singulier de X, toutes les courbes 
de PI(70) \ Г sont oscillantes et spiralent autour de Г. 

Si la courbe 70 n'est pas oscillante, elle possède des tangentes itérées. Le but de 
ce travail est l'étude des pinceaux PI(70) constitués de courbes non oscillantes. Ces 
objets ne sont pas rares. D'après le théorème précédent, c'est le cas si 70 est non 
oscillante et n'a pas un contact plat avec SingX. 

Théorème I. — Si les courbes de PI(70) sont non oscillantes on a Vane des propriétés 

suivantes : 

s) Deux courbes distinctes, quelconques, de PI(7o) sont sous-analytiquement sepa

rables. 

e) Deux courbes distinctes, quelconques, de PI(7o) sont asymptotiquernent enlacées. 

De plus, ces propriétés ne peuvent pas être satisfaites simultanément. 

Dans le cas s) nous dirons que РЦ70) est un pinceau intégral séparé. Dans le cas e) 

nous dirons que PI(70) est un pinceau intégral enlacé. La structure de tels pinceaux 

est décrite dans le théorème II ci-dessous. Avant de l'énoncer, définissons brièvement 

les concepts qui apparaissent dans le théorème précédent. Soient 7, 7' deux courbes 

intégrales de РЦ70) et soient |7|, |7 ; | leurs images. On dit que 7, 7' sont « distinctes » 
si |7|, |7 7 | ne sont pas contenues dans une môme orbite du flot de X , que 7, 7' sont 
sous-analytiquement separables s'il existe une application / bornée, non constante, 
sous-analytique sur un voisinage de I7I U |7У| dans R 2 telle que le nombre de points 
de / ( Ы ) П / ( I T ' I ) est finL Des coordonnées w = (x.y.z) centrées en p sont dites 
z-positives pour 7 si |7| С {z > 0} et si 7 coupe transversalement les plans z = 
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constante. On peut alors reparamétrer |Y| par z. Ce que nous écrivons z \-+ 7(2) = 

(x(z),y(z), z), z > 0. Deux courbes 7, 7' sont asymptotiquement enlacées s'il existe 

des coordonnées w, z-positives pour 7, 7', telles que la courbe z \—> (7(2) . Y'(z)) 

dans M2 x {0} = M2 spirale autour de 0. Ce concept est indépendant des coordonnées 

choisies pour le définir lorsque 7, 7' sont non oscillantes. 

Théorème IL — Soit PI(7o) un pinceau intégral enlacé de courbes non oscillantes. 

(1) PI(7o) possède un axe formel T non convergent transcendant; c'est-à-dire qu'il 

n'existe pas de surface analytique qui contienne T. 

(2) Si V est un voisinage de p, il existe un ouvert sous-analytique connexe U C V 

positivement invariant par le flot de X tel qu June courbe intégrale 7 de X appartient 

à PI(7o) si et seulement si \^y\ fl U 7̂  0. 

Un pinceau enlacé de courbes non oscillantes est X-irréductible au sens suivant. 

Un ouvert U comme dans le théorème II n'est pas la réunion de deux ensembles sous-

analytiques non vides, disjoints, positivement invariants par le flot de X. En effet, 

sinon, U contiendrait un sous-ensemble sous-analytique A positivement invariant par 

le flot de X de dimension inférieure ou égale à deux. L'axe formel T de PI(70) serait 

contenu dans A, ce qui contredirait l'assertion 1 du théorème II. 

Supposons que 70 soit une courbe oscillante qui possède des tangentes itérées et 

que 70 n'a pas un contact plat avec une courbe contenue dans SingX. D'après le 

théorème du spiralement axial, toutes les courbes de PI(7o) \ T sont oscillantes et 

spiralent autour d'un axe T. Une des composantes connexes de T \ { p } , notée T + 

est une courbe intégrale de PI(70). Deux courbes quelconques, distinctes de PI(70) 

sont asymptotiquement enlacées et il existe encore C/, un ouvert X-invariant comme 

dans le théorème II [7]. Mais dans ce cas, PI(7o) n'est pas X-irréductible puisque 
u = (u \ r+) u r + . 

Exemple (L'équation d'Euler). — Dans C 2 muni des coordonnées (u, v) l'équation dif

férentielle 

(Ee) du 

dt 
= - u +Ev, 

dv 

dt 
— —v avec e = 0,1 

définit un feuilletage holomorphe TE dont v = 0 est une séparatrice. Le plongement 

jw de C x R dans C 2 défini par j^((u,z) = (U.LOZ) avec uo — exp(—ia) où a est réel, 

|a| < 7r/2 est transverse à Te. L'image inverse TE,w^ de Te par jw est un feuilletage 

en courbes réelles. Sa description permet de mieux comprendre la géométrie de T£ du 

« côté noeud-col » [23]. En identifiant C à ]R2 via l'écriture u — x + iy — (x,y) , les 

feuilles de T E ^ ,w sont les courbes intégrales de l'équation différentielle 

(E e , w ) dx 

dt 
— — cos ax + sin ay + ez. 

dy 
dt = — sin ax — cos ay, 

dz 

dt 
= - z 2. 

Le plan z = 0 est la variété stable de Ee^. Les courbes intégrales 7 de E £ ^ , w contenues 

dans z > 0 sont transverses aux plans z ^constante. Ce sont des graphes 7(2) = 
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(u(z),z), z > 0 de fonctions u(z) solutions de 

z2 
du 

dz 
> 

u 

w - ez, avec u(z) = x(z) + iy(z), z > 0. 

Si e = 0, on a u(z) = c exp( — l/ujz), c G C L'ensemble des |7| C {z > 0} est un 

pinceau intégral P 0 d'axe F = {u — ()}. Si u = 1, elles sont non oscillantes et P0 est 

séparé. Si tu / 1, les courbes de PQ \ F sont oscillantes, elles spiralent autour de F. Si 

£ = 1, l'ensemble des |7| C {2: > 0} est un pinceau intégral P\ d'axe formel 

f „ (z ) = ( £ ( 2 ) , y(x). z) = (Û(z),z), avec Û(z) = E 

>i 

f n - D ì o / 1 " 1 * 7 1 . 

Soient 7, 7 r , distinctes, appartenant à Pi, 7(2:) = (u(z),z), y(z) — (u'(z),z). Alors 

on a (u(z) — u'{z)) = c exp( — l/ujz), c G C. Si u = 1, P\ est un pinceau séparé de 

courbes non oscillantes. Si uo / 1, P\ est un pinceau enlacé de courbes non oscillantes. 

Les concepts oscillation, tangentes itérées, enlacement asymptotique, séparation 

sont définis de façon précise dans le chapitre suivant. Par des arguments classiques 

de géométrie analytique réelle nous montrons qu'ils sont stables par des morphismes 

permis. Ce sont des composés d'éclatements de points, de courbes lisses et de rami

fications au-dessus de surfaces lisses. Ainsi, d'après le « théorème d'uniformisation 

polarisée » de [6], il suffit de démontrer les théorèmes I et II lorsque la partie linéaire 

DX(p) n'est pas nilpotente. Il est alors nécessaire de distinguer différents cas selon la 

nature du spectre de DX(p). Cette démarche nécessite encore quelques définitions : 

pinceau final hyperbolique, pinceau final de type I, pinceau final de type IL 

Les chapitres 2, 3, 4 sont consacrés aux démonstrations des théorèmes I (sans 

l'alternative) et II pour les pinceaux hyperboliques, finaux de type I, finaux de type II, 

respectivement. Enfin, dans le chapitre 5, nous montrons l'alternative du théorème I 

et nous prouvons que l'étude des pinceaux intégraux se ramène à celui des pinceaux 

finaux. 

Ce travail doit beaucoup à une question de F. Durnortier et à des conversations 

avec J.-M. Lion. Nous les remercions vivement. 

1. Enlacement asymptotique et pinceau intégral 

Dans toute cette partie, X désigne un champ de vecteurs analytique sur une va

riété M de dimension trois et 7 : t 1—» 7(t), t ^ 0 une courbe intégrale non constante 

de X dont l'ensemble cj-limite noté p — ̂ (7) est un point singulier de X. Dans un 

premier paragraphe nous rappelons quelques concepts définis dans [7] : tangentes ité

rées, courbes oscillantes, spiralement axial. Dans le paragraphe suivant nous étudions 

les propriétés « individuelles » d'une courbe 7 non oscillante. Nous montrons essentiel

lement que la non oscillation est une propriété stable par des morphismes admissibles. 

Ce sont des composés d'éclatements de points, de courbes et des ramifications. Le 
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