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INTRODUCTION

Variétés kahlériennes et variétés projectives. — Ce livre est constitué de sept parties.
Le but des quatre premieres parties est d’expliquer I’existence de structures particu-
liéres sur la cohomologie des variétés kahlériennes (la décomposition de Hodge et
la décomposition de Lefschetz) et d’en montrer les premieres propriétés et consé-
quences. Elles constituent une introduction a la géométrie kihlérienne et a la théo-
rie de Hodge. Les trois derniéres parties ont pour but de présenter des résultats
plus avancés en théorie de Hodge. Elles sont consacrées aux liens entre la théorie
de Hodge, la topologie et I’étude des cycles algébriques sur les variétés projectives
complexes lisses.

Les variétés projectives complexes lisses sont en effet des exemples particuliers de
variétés kdhlériennes compactes. Une variété kahlérienne est une variété complexe
munie d’une métrique hermitienne dont la partie imaginaire, qui est une 2-forme de
type (1, 1) relativement a la structure complexe, est fermée. Cette 2-forme est appelée
la forme de Kéhler de la métrique kahlérienne. Comme I’espace projectif complexe
est une variété kahlérienne (on dispose par exemple de la métrique de Fubini-Study),
les sous-variétés complexes de I'espace projectif sont aussi kahlériennes grace a la
métrique induite. On peut méme dire précisément quelle est la place occupée par
les variétés projectives complexes parmi les variétés kahlériennes grace au théoréme
de Kodaira :

Théoreme 1. — Une variété complexe compacte admet un plongement holomorphe dans un
espace projectif complexe si et seulement st elle admet une métrique kéihlérienne dont la forme de
Kdihler est de classe entiere.

Dans les quatre premiéres parties de ce texte, nous nous intéresserons essentielle-
ment a la classe des variétés kahlériennes, sans privilégier les variétés projectives. La
raison est que notre but ici est d’établir I’existence de la décomposition de Hodge et
de la décomposition de Lefschetz sur la cohomologie d’une telle variété, et qu’il n’est



2 INTRODUCTION

pas besoin pour cela de supposer que la classe de Kihler est entiere. Néanmoins la
décomposition de Lefschetz ne sera définie sur la cohomologie rationnelle que dans
le cas projectif, et c’est déja une raison importante pour se limiter ultérieurement
au cas des variétés projectives. En effet, nous dégagerons dans ce texte la notion de
structure de Hodge polarisée, et de domaine des périodes polarisées paramétrant les
structures de Hodge polarisées. Ces domaines de périodes polarisées possedent des
propriétés de courbure que n’ont pas les domaines de périodes non polarisées. Or
la décomposition de Lefschetz, lorsqu’elle est définie sur la cohomologie rationnelle
ou entiere permet justement de scinder la cohomologie d’une variété kihlérienne en
une somme directe de structures de Hodge polarisées.

Une autre raison de se limiter dans les applications de la théorie de Hodge aux
variétés projectives réside dans le fait qu'une variété kihlérienne ne posse¢de pas en
général de sous-variétés complexes, alors que les variétés projectives en contiennent
beaucoup, a tel point qu’il est conjecturé actuellement, comme une vaste généralisa-
tion de la conjecture de Hodge, que les structures de Hodge sur une variété projec-
tive X sont gouvernées par, et déterminent en un sens a préciser, la géométrie des
sous-variétés algébriques de X, et plus précisément les groupes de Chow de X.

La décomposition de Hodge. — Si X est une variété complexe, I’espace tangent de
X en chaque point x est en particulier muni d’une structure complexe J,. La donnée
de cette structure complexe en chaque point est ce qu’on appelle la structure presque
complexe sous-jacente. La donnée de [, fournit une décomposition

(0.1) T ® C = Tyy & Ty,
ou Tg; est 'espace vectoriel des vecteurs tangents complexifiés u € Tx, tels que
Jxu = —iu. Du point de vue de la structure complexe, c’est-a-dire de la donnée locale
de coordonnées holomorphes, les champs de vecteurs de type (0, 1) sont ceux qui
annulent les fonctions holomorphes.

La décomposition (0.1) induit une décomposition semblable sur les fibrés de
formes différentielles complexes

(0.2) Qhe=0kpoC= @ O,
p+q=*k

et

Qxr®C= Q;’O @ Q?(’l
est la décomposition duale de (0.1). La décomposition (0.2) a la propriété de symé-
trie de Hodge

P _ ot
bt — ot

ou la conjugaison complexe agit de facon naturelle sur Q’)‘(’C = Q’)‘(’R ® C.

COURS SPECIALISES 10



