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Introduction 
L'objet principal de ce livre est la conjecture de Ramanujan-Petersson 

sur les corps de fonctions. Rappelons de quoi il s'agit. 

On considère F un corps de fonctions dont le corps des constantes ¥q 
est fini à q éléments, Fx les complétés de F en les différentes places x, deg^ 
les valuations associées et A l'anneau des adèles de F. 

Toute représentation admissible irréductible n de GLR(A), r > 1, est 
un produit ÇZ)7rx de représentations admissibles irréductibles des GLr(Fx). 

X 
Pour presque toute rr, TTX est non ramifiée et il existe dans Cx r nombres 
2I(TTX), . . •, zr(7rx), bien définis à permutation près, tels que 7rx soit un sous-
quotient de l'induite normalisée du caractère (q"*21 deg(xïzi(7rx))áeg*^ x 
. . . x (îifdeg(x)Zr(7ri))cteg,(0 de GLi(jFa.) x . . . x GU(FX). Quand nx 
est unitaire, la famille {|̂ i (71^)1,..., 1^(^)1} dans R* est symétrique par 
rapport à gnr^sO*). 

D'autre part, à toutes représentations automorphes cuspidales irréducti
bles unitaires 7r, 7r' de GLR(A), GLR/(A), r, r' > 1, est associée la fonction 
5 i-> L(s, 7T (g) 7r') de Rankin-Selberg. C'est une fonction rationnelle en qs 
dont les pôles sont sur les droites Res = 0, Res = 1. 

Les deux conjectures suivantes sont bien connues : 
CONJECTURE 1 (Ramanujan-Petersson). — Soit TT une représentation 

automorphe cuspidale irréductible unitaire de GLR(A). Alors, en toute place 
x où 7T est non ramifiée, on a \ZÍ(7Tx)\ = q2-^-^^)} 1 < ¿ < r. 

CONJECTURE 2. — Soient 7r, TT' deux représentations automorphes cus
pidales irréductibles unitaires de GLR(A), GLR/(A). Alors tous les zéros de 
la fonction s i—• L(s, ir ® ñ') sont sur la droite Res = \. 

Rappelons que Drinfeld a successivement prouvé la conjecture 1 (et 
même en fait la correspondance de Langlands) dans les cas suivants : 

• quand une des composantes TTX de 7r est la représentation de Steinberg 
et r = 2, en étudiant la cohomologie à coefficients constants des variétés 
modulaires classifiant les faisceaux elliptiques de rang 2 (et ce travail a été 
généralisé par Laumon en rang quelconque) ; 

• quand une des composantes TTX de TT est supercuspidale et r — 2, en 
étudiant la cohomologie à coefficients dans certains systèmes locaux des 
variétés modulaires classifiant les faisceaux elliptiques de rang 2 (et ce 
travail a été généralisé par Flicker et Kazhdan en rang quelconque) ; 

• quand r — 2, en étudiant la cohomologie des variétés modulaires 
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classifiant les chtoucas de rang 2. 
Rappelons d'autre part que dans la situation de la conjecture 1, Jacquet 

et Shalika ont obtenu l'encadrement q - h < q1^de^^\zi(irx)\ < 
gf2des(a;)5 1 < ¿ < r, et que dans la situation de la conjecture 2, Jacquet, 
Piatetski-Shapiro, Shahidi et Shalika ont montré que les zéros de la fonction 
L envisagée sont dans la bande 0 < Res < 1. 

Notre résultat principal est le suivant : 

THÉORÈME PRINCIPAL. — 

(i) Soit 7T une représentation automorphe cuspidale irréductible uni
taire de GLr(A). Alors : 

• Si r est impair, n vérifie la conjecture 1 et on pose = 0. 
• Sir est pair, ou bien TT vérifie la conjecture 1 et on pose en = 0, 

ou bien pour toute place x où n est non ramifiée, la moitié parmi les ZÍ{TTX), 
1 < i < r, sont de module <j(I12-+i)des(a;) et Vautre moitié de module 
qi^-ï)^^) et on p0Se £n = Im 

(ii) Pour deux telles représentations 7r,7r' de GLr(A), GLr/(A), tous 
les zéros de L(s,7r ® ñ') sont sur la droite Res = \ si en = 6V et sur les 
droites Res = \ , Res = f si ^ ev•. 

La démonstration de ce théorème est calquée sur celle de Drinfeld en 
rang 2. On s'intéresse aux modules d'éléments {^(7rx)} et L(s, 7r®7r') = 
0}. L'idée est de relier ces derniers aux valeurs propres de l'opérateur de 
Probenius agissant sur la cohomologie à supports compacts d'une certaine 
variété de type fini sur ¥q (en combinant le théorème des points fixes 
de Grothendieck-Lefschetz et une formule des traces d'Arthur-Selberg 
convenable) et d'invoquer le théorème de pureté de Deligne. Drinfeld a 
introduit des objets permettant de réaliser ce projet. Ce sont les variétés 
(ou plutôt les champs) classifiant les chtoucas de rang r. 

Ce livre rassemble la thèse de l'auteur (Orsay, 1994) et une prépublica
tion ultérieure (Orsay, 1995). Un résumé en a été présenté dans deux notes 
parues aux Comptes Rendus de l'Académie des Sciences de Paris (tome 322, 
série I, 1996). 

En voici le contenu détaillé : 
On commence dans le chapitre I par rappeler la définition des chtoucas 

ainsi que les principales propriétés géométriques de leurs champs classi-
fiants. 

Soit X la courbe projective lisse sur ¥q dont le corps des fonctions est 
F. Par souci de généralité et suivant une idée de Stuhler, on introduit 
également D une algèbre à division centrale de dimension d2 sur F et V 
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une Ox-Algèbre finie de fibre générique D qui soit maximale pour cette 
propriété. 

Un î>-chtouca de rang r sur un schéma S (sur ¥q) est un diagramme 

s ¿> s' ¿ Te 

où £, £1 sont des V S O^-Modules à droite localement libres de rang r 
sur X x S, T£ désigne le V El 05-Module (Idx x Frob<?)*£, et j et t sont 
des homomorphismes V El C^-linéaires, injectifs et dont les conoyaux sont 
supportés respectivement par les graphes de morphismes pôle ¿oo : S —» X 
et zéro io : S —> X et sont localement libres de rang d comme C^-Modules. 

Etant donné / <-> I un sous-schéma fermé fini évitant le zéro et le 
pôle, une structure de niveau I sur un tel P-chtouca consiste en la donnée 
d'isomorphismes £j —> VjMOs, £'i —• T^i El Os compatibles avec j et i. 

On généralise les résultats de [Drinfeld, 1987] en s'inspirant des argu
ments de [Laumon, Rapoport, Stuhler]. On prouve que les champs Cht£> 7 
classificant les P-chtoucas de rang r avec structure de niveau / sont 
algébriques au sens de Deligne-Mumford. L'application qui à un 2?-chtouca 
associe son zéro et son pôle définit des morphismes Chtp j —> X\I x X\I 
qui sont localement de type fini et même lisses de dimension relative 
2(rd — 1) au-dessus de X'\I x X'\I, où l'on note X' le plus grand ou
vert de X en tous les points fermés duquel l'algèbre D est déployée. Et 
pour tous sous-schémas fermés finis emboîtés J «-> J X, le foncteur 
d'oubli Chtpj —• Chtp7 au-dessus de X\J x X\ J est représentable fini 
étale galoisien. 

En notant A le schéma complémentaire dans X x X de la diagonale et de 
ses transformées par les puissances de (Frobx x Idx) et de (Idx x Probx), 
on dispose dans les Chtp ¡ de deux morphismes de Probenius partiels Probo 
et Proboo au-dessus des endomorphismes (Probx x Idx) et (Idx x Probx) 
de A. Leur composé dans un sens ou dans l'autre est le morphisme de 
Probenius. 

Soient a G Ax un idèle de degré 1, l'ordre maximal dans D& = D®p 
A qui correspond à 2?, G le schéma en groupes sur F des automorphismes 
de E = Dr, K le sous-groupe ouvert compact maximal GLr(î>A) de 
GLr(DA) = G (A), H l'algèbre de Hecke de G (A) c'est-à-dire l'algèbre 
de convolution des fonctions localement constantes à support compact de 
G (A) dans Q et, pour tout J <-* X, Hi la sous-algèbre des fonctions 
invariantes à gauche et à droite par Kj = Ker[K —» GLr(D/)]. 

Alors on dispose sur le champ représentable lim Cht£> T/az d'une action 

à droite de G(A). Elle est équivalente à la donnée, pour tout / X, d'un 

7 


