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LES SI X OPÉRATION S D E GROTHENDIEC K E T L E 
FORMALISME DE S CYCLE S ÉVANESCENTS DAN S L E 

MONDE MOTIVIQU E (II ) 

Joseph Ayou b 

Résumé. —  C e deuxième volume regroupe les chapitres 3  et 4  de notre étude d e la 
fonctorialité de s catégories homotopiques stables de s schémas. Dans le volume pré-
cédent, nous nous sommes concentrés sur le s six opérations /* , /*, f\, / ! , —  0 —  e t 
Hom(—, — ) et leurs propriétés de constructibilité e t d'exactitude . 

On commenc e ce volume par l a constructio n de s foncteur s motif s proches 
analogues motiviques des foncteurs cycle s proches bien connus en cohomologie étale. 
On étend ensuite le formalisme des cycles évanescents à ces foncteurs. En particulier , 
on calcul e l'effet d u foncteu r \I> / dans le cas où /  es t à  réduction semi-stable . O n 
montre auss i que le s préserven t le s motifs constructibles , qu'il s commuten t a u 
produit tensoriel extérieur et aux foncteurs de dualité. On définit ensuite un opérateur 
de monodromie et on montre qu'il est nilpotent . 

Le dernie r chapitre , d e nature différent e de s troi s autres , repren d e n détail s l a 
construction de la catégorie hornotopique stable des 5-schémas. 

Abstract (The Grothendieck six operations and the vanishing cycles formalism in the 
motivic world (II)) 

This second volume contains chapter 3 and 4 of our study o f the functorialit y of 
the stable homotopy categories of schemes. In the previous volume, we concentrated 
on the six operations /*, /*. f\, f\  — ® — and Hom(—. — ), their constructibility an d 
exactness. 

This volume begins with the construction of the nearby motive functors \I> / which 
are the analogu e of the nearb y cycle s functors, well-know n in étale cohomology. We 
then extend the vanishing cycle s formalism to these functors. I n particular, we com-
pute the effec t o f the functo r ^  f i n the case where / has semi-stable reduction . We 
show also that preserv e constructible motives and commut e with externa l ten -
sor product and duality . W e then define a monodromy operator an d prove that this 
operator i s nilpotent. 

The last chapter, whic h is of different natur e than the previous ones, recall in full 
details the construction of the stable homotopy category of 5-schemes. 
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CHAPITRE 3 

LA THÉORI E DES FONCTEUR S CYCLES PROCHES 
DANS U N CADR E MOTIVIQUE 

Introduction 

On a  v u dan s l e premier volum e que l'o n disposai t dan s l e monde motivique du 
formalisme de s six opérations de Grothendieck , à savoi r / * , / * , /i , /" , ® et Hom. Il 
est alor s naturel de se demander s i l'on dispose également de la septième opération, à 
savoir les foncteurs cycles proches L e présent chapitr e est consacré à la construction 
et à  l'étude de s foncteurs cycles proches motiviques. Pour rester fidèle à l'esprit d e ce 
travail, o n a évité de se restreindre au x cas des 2-foncteurs homotopiques stables S H 
ou D M. Malheureusement, pour définir les foncteurs \I>, il est nécessaire de sortir de la 
catégorie des schémas. Ceci ne pose pas de problèmes lorsqu'on considère SH ou DM 
puisqu'on peut fair e les constructions nécessaires au niveau des catégories de modèles. 
Une solutio n satisfaisante es t d e travailler dan s u n dérivateu r algébriqu e plutôt qu e 
dans un 2-foncteu r homotopique. Au début, le prix peut paraîtr e cher, mais en réalit é 
on gagne beaucoup à travailler dan s une telle généralité. En effet, parmi les avantages 
on peut note r : 

- Notr e constructio n s'appliqu e ains i à  l a plupar t de s 2-foncteur s homotopiques 
stables connus. En particulier on peut l'appliquer en cohomologie étale, en théorie 
de Hodge , etc . Cec i peu t êtr e particulièremen t intéressan t s i on s'intéresse à  l a 
compatibilité de notre définitio n avec les réalisations . 

- L e fait d e travaille r dan s u n cadr e abstrai t facilit e le s problèmes de cohérence. 
Ainsi, l a construction de la structure pseudo-monoïdale sur le s ^f  s e fait beau -
coup plus facilement que si Ton avait travaill é ave c des modèles. 

Un autre point à  retenir su r c e chapitre es t l a théorie des systèmes de spécialisation. 
En effet, la plupart de s théorèmes importants su r les foncteurs \I> seront plus ou moins 
des traductions de s résultats sur de s systèmes de spécialisation généraux. Faisons un 
bref aperç u de ce chapitre : 

1- Dans la section 3.1, on introduit l a notion centrale de systèmes de spécialisation. 
Il s'agit e n gros d'une généralisatio n des propriétés formelles de commutation avec les 
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opérations / * e t / * vérifiées par le s foncteurs ^ / e n cohomologi e étale. Pou r plu s d e 
détails, l e lecteu r es t invit é à  consulte r l a définitio n 3.1.1 . O n s'intéress e ensuit e à 
quelques problèmes de cohérence et o n définit l a notion de système de spécialisation 
pseudo-monoïdale puis on en dérive quelques conséquences. 

2- Dans la section 3.2, on décrit un procédé de construction des systèmes de spécia-
lisation. Plus précisément, on montre comment la donnée d'un diagramm e de schémas 
permet d e construire à  parti r d'u n systèm e de spécialisation donné , un nouvea u sys-
tème de spécialisation. Là, évidement, il faut que le système de spécialisation de départ 
soit défin i entre deux dérivateurs algébriques (voi r la définition 3.2.1 pour plus de dé-
tails). Notr e constructio n de s foncteur s cycle s proche s sera u n ca s particulie r d e ce 
procédé. 

3- L a sectio n 3. 3 es t san s dout e l e cœu r d e c e chapitre . C'es t ic i qu'o n fer a l e 
calcul fondamental , à  savoir le théorème 3.3.10 , sur leque l reposent tou s le s résultats 
importants su r le s système s d e spécialisatio n e t le s foncteur s cycle s proches . Pou r 
expliquer de quoi il s'agit, on raisonne en cohomologie étale et on considère le premier 
cas non trivial . O n se donne un schém a strictement hensélie n S  d e point génériqu e rj 
et d e point ferm é .s . Soit /  :  X  >  S un e courb e semi-stable, génériquemen t liss e 
et d e fibre  spécial e X s réunio n d e deu x branche s D\  e t D2.  O n voudrai t calcule r le 
complexe d e faisceaux étal e R\P/A . L e théorème 3.3.10 . nous di t qu e l a restriction à 
D\ d u complex e R\£/ A est isomorph e à Ri>i* A avec v\ l'inclusio n de D\  —  [D\ H  D2) 
dans D\.  C e résultat ser a donc généralis é à  n'importe que l système de spécialisation 
entre deux 2-foncteurs homotopiques stables avec / semi-stabl e à un nombre arbitraire 
de branches (voi r le théorème 3.3.10 pour plus de détails). Comme conséquence de ce 
calcul, o n obtien t u n théorèm e d'unicit é (voi r le s théorèmes 3.3.4 , 3.3.46 et 3.3.4 6 ) 
donnant u n critère simple pour décider si un rnorphisme de systèmes de spécialisation 
est u n isomorphisme . De même, on obtient u n critèr e simpl e pour l a constructibilit é 
et l a p£-exactitude à  gauche des systèmes de spécialisation (voi r l e théorème 3.3. 6 et 
les corollaires 3.3.49 et 3.3.50) . 

4- Les sections 3.4 et 3.5 sont consacrées à la définition et à l'étude de deux systèmes 
de spécialisation T  e t Le s Y/ son t appelé s les foncteurs cycle s proches unipotent s 
tandis que les \I> / sont le s foncteurs cycle s proches totaux. C e sont cec i qu i jouent l e 
rôle des foncteurs cycle s proches classiques en cohomologie étale. On prouvera que \I>/ 
envoie u n obje t constructibl e su r u n obje t constructible , qu'i l commut e à  l a dualit é 
et a u produi t tensorie l extérieur . 

5 - O n termin e c e chapitr e pa r un e sectio n consacré e à  l a constructio n d'u n 2 -
triangle distingu é d e monodromi e pour le s foncteur s cycle s proche s unipotent s ( à 
coefficients rationnels ) : 

T ? ( - l ) [ - l ] •  x? •  T — T ? ( - l ) 

ASTÉRISQUE 315 
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La flèch e T V est l'opérateu r d e monodromi e pour le s cycle s proche s unipotents . L a 
construction d e c e 2-triangl e pass e pa r u n systèm e d e spécialisatio n auxiliair e lo g 
qu'on appeller a l e système d e spécialisation logarithmique . I l es t démontré , sou s les 
bonnes hypothèses, que que lo g es t isomorph e à T . Ainsi , la définition d e lo g fourni t 
une deuxièm e constructio n de s cycle s proches . I l es t importan t d e noter , qu e cett e 
construction n'utilis e pa s l e formalism e de s dérivateur s algébriques . Pa r contre , o n 
est oblig é d e travaille r dan s u n 2-foncteu r homotopiqu e stable Q-linéair e (vérifian t 
quelques conditions techniques supplémentaires) . 

3.1. Le s système s d e spécialisatio n :  définition e t propriété s de cohérenc e 

Dans cett e section , on introdui t l a notion de système de spécialisation entr e deux 
2-foncteurs homotopique s stables. O n verra dan s c e chapitre beaucou p d'exemples de 
systèmes d e spécialisation . L'exempl e des foncteur s cycle s proche s est probablemen t 
le plus intéressant. Toutefois, un grand nombre de résultats sur le s cycles proches sont 
en fai t de s résultats généraux su r le s systèmes de spécialisation. O n verra à  plusieur s 
reprises, commen t cett e généralit é porter a de s fruit s mêm e e n c e qu i concern e des 
questions spéciale s aux foncteur s cycle s proches. 

3.1.1. Définitio n e t premier s exemples . —  O n suppos e donn é u n diagramm e 
de schémas noethériens admettan t un e famill e ample de fibres en droite : 

(1 ) n J - , B ^ — o 

ainsi qu e deux 2-foncteur s homotopique s stables : 

Hi :  Sch/r / e t H 2 :  Sch/a  •  1SH 

Lorsqu'il n'y a  pas d e confusion possible (et i l n'y en aura jamais ! ) on notera pa r le s 
mêmes symboles : / * , / * , /! e t / ! le s quatre opérations relativemen t à  H i ou à H2. 

Définition 3.1.1. —  Un  système de spécialisation sp (au-dessus  de  (B,j, ï))  deY\\  vers 
H2 est  Vensemble  des données suivantes  : 

(SPE1) :  pour  chaque  diagramme commutatif  à  carrés  cartésiens  : 

(2) 

j i 
XJJ y  X i  XQ-

fr] f  fa 

rj —-—> B <— < T 

d'un fondeur  triangulé  spj :  Hi(X r ? ) >  H2(X a) , 
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