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I N T R O D U C T I O N

L'objet de ce travail est de comparer les définitions d'équisingularité
introduites par différents auteurs dans le cas des déformations plates de germes
de courbes réduites. Nous faisons une synthèse de ce qui nous est connu sur le
sujet et présentons un certain nombre d'exemples et contre-exemples.

Le problème de 1"équisingularité a d'abord été posé et étudié par
0. ZARISKI. Nous nous sommes inspiré des travaux dans cette direction de F. PHAM
et B . TEISSIER [P-T 1 , J . STUTZ [ S t 1 , B . TEISSIER [ T^ 1 et surtout de
R . O . BUCHWEISS et G . M . GREUEL [ B-G 1 . C'est ce dernier article qui permet de
parler du nombre p de Milnor et de " p constant" pour une famille de courbes
réduites sans rester dans le cadre limité des courbes intersections complètes
et donne le résultat topologique fondamental.

RAPPEL SUR L'ÉQUISINGULARITÉ DES GERMES DE COURBES PLANES.

Dans [^ Z-J , 0. ZARISKI définit la (a)-équivalence de deux germes de courbes
planes, par récurrence sur le nombre d'éclatements nécessaires à la désingularisation
Soient C et D deux germes de courbes planes de branches respectives ^ , . . . , y
et ô . , , . . . 6 . Une bijection TT entre les branches est dite tangentiellement stable
si : deux branches quelconques sont tangentes si et seulement si leurs images
par TT sont tangentes. M induit alors une bijection entre les composantes tangentielles
de C et D.
C et D sont (a)-équivalentes s ' i l existe une bijection TT tangentietlement stable
entre leurs branches telle que :
— les multiplicités d ' u n e branche T. et de son image TT^.) sont égales^
— ir induit une (a)-équivalence entre les transformées propres des composantes

tangentielles de C et D dans l'éclatement de l ' o r i g i n e .
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Dans [ Z^ ] , O.ZARISKI démontre, grâce à la théorie de la saturation d'une

algèbre analytique locale, que deux courbes planes irréductibles sont (a ï -

équivalentes si et seulement si elles ont les mêmes paires caractéristiques

de Puiseux ; puis dans [ Z^ ] il démontre que deux courbes planes sont

(a)-équivalentes par TT si et seulement si pour tout i, ï . et Tr(ir.) ont

les mêmes paires de Puiseux et pour tout (i,j), les multiplicités d'intersection

(^;^) et ( T T ( ^ ) ; 7T( Ï j ) ) sont égales.

D'après des résultats classiques ( [Br] , [ Z^ ] ) il en résulte alors que deux

germes de courbes planes C et D sont (a)-équivalentes si et seulement si elles

ont même type topologique : c'est-à-dire s'il existe deux voisinages ouverts de
0

1 'or ig ine U et V dans G et un homéomorphisme h de U sur V envoyant C sur D.

Une déformation à base l isse de germes de courbe plane est dite équisingulière

si deux fibres quelconques de ta déformation sont (a)-équivalenteîou topologique-

ment équivalentes.

Dans L Z, ] , 0. Z R R J S K I démontre le critère discriminant : une déformation

est équisingulière si et seulement si i1 existe une projection "permise"

(voir [^7] ) P0111" laquelle 1 e discriminant de la projection est équimultiple.

Dans [_ Z^ ] il.démontre aussi qu'une déformation est équisingulière si et seule-

ment si elle vérifie les conditions (a) et (b) de Whitney, voir aussi

B. Teissier [̂  T, ] .

Dans [Le^| et [L-R] Le DIÎM& TKW et C.P. RAnBA/w^ montrent par des argu-

ments topologiques qu'une déformation de courbe plane dont la fibre a un nombre

de Milnor constant est à type topologique constant, donc équisingulière.

Il faut attendre [ T^ ] pour que B. T t^ Iss iEH donne une démonstration algébrique

de ce résultat.

Dans C T ^ ] B. T E i S S i e p démontre l 'équivalence de 1'équisingularité et d'une

condition de résolution simultanée des singularités.



INTRODUCTION

En résumé toutes les définitions "raisonnables" d'équisingularité sont équi-
valentes dans le cas des germes de courbes planes, (citons (~ Tr ] ou FU pour
des exposés plus détaillés).

DIFFÉRENTES NOTIONS D'ÉQUISINGULARITÉ POUR LES GERMES DE COURBES GAUCHES.

Par souci de clarté, nous nous sommes volontairement limités à l'étude des
familles de courbes paramétrées par un espace lisse de dimension un, bien
que tous les résultats que nous exposons semblent se généraliser facilement
au cas des familles paramétrées par un espace lisse de dimension quelconque.

Nous travaillons donc dans la situation suivante : X c C x ([ N est un
germe de surface tel que la restriction p à X de la projection canonique
de G x ̂  sur U = î x { 0 } soit plate. X = p'^O) soit un germe de courbe
réduite de î , et le lieu singulier relatif (à p) de X soit U . On peut alors
introduire les différentes notions d'équisingularité suivantes :

( 1 ) TRIVIALITE TOPOLOGIQUE : la paire (B , X ) reste homéomorphe à ( B , X ) au
voisinage de u = 0, lorsque B désigne la boule de Œ de centre 0 et de
rayon e assez petit, et X = p ( u ) n B .

( 2 ) p CONSTANT : le nombre de Milnor p(X^) de la fibre X est constant au
voisinage de 0.

( 3 ) LES CONDITIONS DE WHITNEY : le couple (X-V.V) vérifie les conditions a) et
b) de Whitney au voisinage de 0.

( 4 ) L'EQUISATURATION : les algèbres saturées Sy sont isomorphes lorsque u
\

varie dans un voisinage de 0 (^ désignant l'algèbre de X en ce point spécial).

Introduisons encore, suivant J . STUTZ [St] :

( 3 ' ) dim C^(X) = 2 : où C^(X) est le cône ensemble des limites en 0 des
vecteurs tangents à la partie lisse de X .

3
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(4 ' ) d im C ^ ( X ) = 2 e t ^ d i m i ^ X ) = 3 : où C ^ ( X ) est le cône ensemble des

l imi tes en 0 des vecteurs sécants à X.

Notons aussi <S(X, , ) = dim,, (<îy A9 ) (où (Py est l'algèbre normalisée de CL ) ;
u L "u \ \ V

r(X^) le nombre de composantes irréductibles du germe X . m(X ) sa multiplicité

et, si X " désigne la projection plane générique de X , £ (X ) = (S(X^) - 6 ( X ).

Enfin, suivant B. TEISSIER [Jy] , nous introduisons aussi :

(2'") résolution simultanée faible^

(3'") résolution simultanée forte.

On a le diagramme suivant d'implications :

(1) trivialité topologique

(2"* ) résolution simultanée À (2) ^constant <=> (2" ) <S(X ) et r(X ) constants
.c-.-'^i/s U - . . Ufaible u au

voisinage de 0

(3'" ) résolution simultanée <| (3) conditions de & (3 ' )d imC.(X)=2 <£(3" ) p(X ) et
forte Whitney ^^

yy" U
au voisinage de 0

(4) équisaturation À (4 ' ) dimC4(X)=2 À (4") p (X ) et A ( X )
et dimCr(X)=3 sont constants au

voisinage de 0

a. b et c : R.O. BUCHWEISS et G.M. GREUEL

d : THCM MATh'ER (et a)

e et i : J. STUTZ

g : B. TEISSIER

f, h , j : démontrés ici.
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QUELQUES ELEMENTS DE COMPARAISON.

Dans le chapitre V nous donnons divers exemples illustrant des différences im-
portantes avec 1'équisingularité des courbes planes.
Notons que :

1) Les réciproques de d ) et h ) sont toutes les deux fausses :

1d : exemple V . l . de J . P . & . HEIVKV avec X intersection complète.
exemple V . 2 . avec X irréductible, Gorenstein.

"lh : exemple V . 3 . avec X intersection complète irréductible de
semi-groupe r ( X ) constant.

2) Le critère discriminant de Zariski se généralise au cas des intersections
complètes où il équivaut aux conditions de Whitney (théorème I I I . 5 et
Remarque I I I . 6 ) . Par contre, nous donnons un exemple ( V . 5 ) d ' u n e famille de
courbes gauches pour laquelle les conditions de Whitney sont satisfaites
mais où la multiplicité du discriminant générique varie.

3) Dans la déformation semi-universelle d ' u n germe de courbe plane la strate
d'équisingularité est lisse. Ce résultat est du à J . WflML qui utilise la
définition de 1'équisingularité à l ' a i d e de la (aï-équivalence ( [_ Wa "] ) .
Dans le cas des germes de courbes irréductibles une autre démonstration
est donnée par B . T£15SlERdans [_ T., ] qui déduit ce résultat de la lissité de
la "strate à semi groupe constant".
Nous donnons un exemple de germe de courbe gauche ( V , é ) dont la déformation
semi-universelle a une "strate à p constant" singulière.

4) Dans le cas des germes de courbes planes les notions d'équivalence et
d'équisingularité sont liées par la propriété suivante :
Etant donnés deux germes de courbes planes C et D topologiquement équivalente ,
il existe une déformation à un paramètre équisingulière contenant deux fibres
isomorphes respectivement à C et D.
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Dans le cas des germes de courbes gauches nous ne disposons pas d ' u n e défi-
nition satisfaisante de l'équivalence de deux germes.
Ainsi deux germes de courbes dans C sont topologiquement équivalents si et
seulement si ils ont le même nombre de branches. Cela ne peut suffire en général
pour les joindre par une famille équisingui1ère en aucun des sens étudiés i c i .

5) Signalons q u ' à notre connaissance la question suivante n'est pas résolue :
une déformation plate à p constant d ' u n germe de courbe irréductible intersec-
tion complète est elle à semi-groupe constant ? ou au moins équimultiple ?

Pour terminer cette introduction attirons l'attention du lecteur sur deux
points particuliers qui nous semblent originaux :
D ' u n e part le fait que le nombre de composantes globales dans la boule B de
la fibre générique X d ' u n e déformation plate de la courbe X soit égal au
nombre de composantes du germe de surface X (théorème 1 , 9 ) .
D'autre part l'étude de l'invariant analytique ^.(X ) mesurant la différence
entre la courbe X et sa projection plane générique ainsi que la description
des directions de projections planes non génériques de X .
Précisément nous interprétons Jl(X ) = < 5 ( X ' ) - <5(X ) comme le nombre de
points doubles de la projection plane générique d ' u n e déformation lisse de
X et nous montrons que Jl(X ) est semi-continu (proposition I V . 6 et corol-
laire I V . 7 ) . Nous montrons que l'ensemble des limites de vecteurs sécants à
X est la réunion d ' u n nombre fini de 2-plans (proposition I V . 1 ) ; la
projection plane T T , , parallèlement à un N-2 plan H de la courbe X est non
générique si et seulement si H contient l ' u n non nul de ces vecteurs, ce
qui équivaut au fait que :

^H^o)) - ( S ( X ^ ) > ^)
ou éventuellement ^(X ) non réduit.
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La matière de l 'appendice provient en grande partie d'un manuscrit non publié

de F. PHAlAet B. TE»53lÉ.^ décrivant la construction du saturé lipschitzien

d'une algèbre analytique locale de dimension un (qui co'incide ici avec le sa-

turé de Zariski) à partir de la suite de ses "exposants caractéristiques" dans le

cas irréductible (théorème V I . 1 . 6 . ) et dans le cas réductible que nous avons

précisé (théorème VI .2 .2 . , Remarque et lemme VI .3.6) . Remarquons que

ces calculs sont analogues à certains calculs de 0. Z A R 1 5 K I dans [ T ^ A J -

Nous utilisons cette description pour montrer que deux courbes ont même saturé si

et seulement si leurs projections planes génériques ont même type topologique

(théorème VI .0 .2 ) . C 'es t ce résultat qui 'nous permet justement au chapitre IV

de définir la projection plane générique à équivalence topologique près et de

montrer que 1 'équisaturat ion équivaut à 1 'équis ingutar i té de la projection

plane générique.
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CHAP. 1 ; DÉFORMIONS PLATES D'UN GERME

DE COURBE RÉDUITE.

Soit X un germe de courbe réduite de (Œ ,0) défini par l'idéal

I = ( f , , . . . , f . )cŒ {x,,...,x»,} et soit X un germe de surface de (C ,0)

défini par l'idéal I de î {u,x,,... ,x..} engendré par les éléments

(F^,....F^) avec. pour i = l^..,k. F^.(0.x^.. ./^) = f^(Xp.../^).

Notons p la restriction à X de la projection canonique de (£ ,0) sur le

premier facteur (î,0) ; lorsque p est plate» c'est à dire lorsque

(1:{U.X,.../.,}
6L = ———-———— est un Œ{u}-modu1e plat, nous dirons que X est une défor-

x I
mation plate à un paramètre de X .

LEMME 1 . 1 . : Si X est une déformation à un paramètre de la courbe réduite X ,

les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) X est une déformation plate

(ii) X est de Cohen- Macaulay

(iii) X est de dimension pure 2.

Preuve :

(i) => (ii) : u est non diviseur de 0 dans ^«, et, puisque X. est réduite, ilA o
existe un paramètre, x, par exemple, non diviseur de 0 dans C\. =ff./uûL. La suite

o
(u,x,) est donc régulière dans <?L.

(ii) => (iii) : est évident.

(iii)=> (i) : dim (ÛL/u ÛL) = dim ^» = dim ÛL - 1, et, dans GL de dimension


