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INTRODUCTION
Cannent classifier les différents types d'hornotopie rationnelle de même algè-

bre de cohomologie ? Sous quelles conditions n'existe-t-il qu'un seul type d'ho-
motopie rationnelle admettant une algèbre de cohomologie donnée ? Comment varient
les invariants de la topologie algébrique classique à l'intérieur d'une même algè-
bre de cohomologie ? . . . C'est à ces différentes questions que nous désirons don-
ner une réponse.

Un pas décisif avait été franchi vers la classification par Halperin et
Stasheff [10] lors de leur construction du modèle bigradué (AZ,d) d'une algèbre
graduée commutative H et du modèle filtré ( A Z , D ) d'une algèbre graduée carmatative
différentielle (A,c L ) . Nous rappellerons leur définition au chapitre 0. Le modèle
bigradué est un modèle formel de cohomologie H. Il est dit intrinsèquement formel
ssi il n'existe qu'un seul type d'homotopie rationnelle réalisant H.

Les différents modèles filtrés d'une cohomologie H forment une variété algé-
brique W sur laquelle opère un groupe algébrique G et telle que les différentes
orbites représentent les différents types d'homotopie rationnelle de cohomologie H.
Cette théorie se généralise à tout corps k de caractéristique o. Nous obtenons
ainsi les différents types de k-homotopie. Une propriété apparaît lors de 1 ' exaiifôn
de ces variétés W : la rigidité.
Un espace X est dit rigide ssi son orbite est ouverte dans W, pour une extension
algébriquement close k. (Si X est construit par tour de Postnikov, ceci signifie
que le type d'homotopie ne change pas lors de légères nodifications des invariants
de Postnikov) . L ' ijnportance de cette notion est liée au théorèms suivant :

Théorème : Un espace formel est k-rigide ssi il est intrinsèquement formel.
Adaptant les méthodes de déformation de Gerstenhaber [ 9 ] , Ni j ennuis [14] . . .

nous interpréterons la rigidité en termes de groupes de cohomologie de l'espace
gradué différentiel des dérivations du modèle bigradué (groupes de F-cohomologie).

Proposition 1 : 1) L'espace vectoriel Z (X) est isomorphe à l'espace tangent de
Zariski à W en X tandis que l'espace vectoriel ̂  (X) est isomorphe à l'espace
tangent de Zariski à l'orbite de X.

2) Si -^(X) = o alors X est rigide.

Proposition 2 : Si pH2 (X) = o, alors X est rigide ssi ̂ (X) = o.
L'introduction du concept de rigidité et de la F-cohomologie nous permettra

d'énoncer quelques propositions de finitude du nombre de types de k-homotopie.
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Proposition 3 : 1) Si X est un espace formel d'une cohomologie H pour laquelle il
existe un espace rigide, et si dim ?H (X) = 2 , alors il n'existe qu'un nombre fini
de types d'homotqpie réelle.

2) Si X est un espace formel tel que dtm ̂ H (X) = 1 , alors il
n'existe au maximum que deux types d'homotopie complexe, et les tyoes non formels
sont rigides.

Proposition 4 : Si Ĥ  = o o < p < 1 et p > 51+2, alors ̂ H (X) mesure l'obs-
truction à la rigidité de X.

Proposition 5 '. S± ïSP = o o < p < 1 et p > 41+1, et si dtm ̂ H^X) > dim aut.H
pour un X quelconque de cohomologie H, alors il existe une infinité de types d'ho-
motopie réelle distincts.

Si X est formel, l'espace pH^X) est muni .d'une filtration inférieure ̂ I^(X)
correspondant à une décomposition de l'espace tangent - i (X) en espaces tangent^ r - "
. p , Z ^ ( X ) à une suite de sous-variétés emboîtées W formées d'espaces pour lesquels
les i-produits de îîassey matriciels [13] sont nuls pour 3 < i < p+2. Soit X un
espace formel et Y un autre espace de même cohcmologie, nous construisons au § 5
une suite 0 (Y) d'obstructions à l'existence d'une équivalence d'homotopie ration-
nelle entre X et Y.
Ces obstructions 0 (Y) appartiennent aux groupes _̂ H (X) .
Halperin et Stasheff avaient déjà construit semblable suite d'obstructions 0 (D)
logeant dans les quotients Hem1 (Z ,H*)/y(M ) [ 1 0 ] .P n 1 iNous construirons explicitement un monomorphisme _H (X) -̂  Hem (Z ,H*)/y(M ) et
nous illustrerons au moyen de quelques exemples l'avantage de nos obstructions.

Le texte se termine par une étude des fonctions a semi-continues supérieure-
ment sur W, c'est-à-dire vérifiant a(X) > a (Y) si X appartient à l'adhérence de
l'orbite de Y.

Proposition : 1) Un espace formel maxjuriise sur W toutes les fonctions semi-conti-
nues supérieurement.

2) Les fonctions dim. ̂ H (Y) , dim TT ( Y ) , . . . sont semi-continues supé-
rieurement.

Signalons enfin que Lemaire et Sigrist [12] d'une part, Schlessinger et
Stasheff [ 1 6 ] d'autre part, ont obtenu indépendamment des résultats assez proches
des nôtres. Les démarches sont cependant extrêmement différentes et complémentai-
res.
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Nous tenons à remercier D. Lehmann, ainsi que toute l'équipe de Topolcxjie al-
gébrique de Lille, pour l'aide précieuse apportée dans l'élaboration de ce texte.
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CHAPITRE 0. PRKT.TMmAT^S

a) Pïêl3^na^es_al;3ebr̂ gues : Modèles minimaux.

- Dans tout ce qui suit, k désignera un corps de caractéristique nulle. Tous les

espaces vectoriels, algèbres, ... sont définis sur k.

"" yïî-ÊÊEË^Ê-Yê^ ï̂iÊl-SïÊ^ê (v^ / pÇ. ~^f est une saune directe V = jj^ V0 d'espa-
ces vectoriels.

- Une_k^a^3ebre_3raduee (A^), p€ lî est un k-espace vectoriel gradué muni d'une

multiplication associative
,D ,q ,T>+<TA" x A1 ^ A- 4.

L'on notera a| le degré de a. Si a ç. P? |a[ = p.

Une k-algèbre graduée (A^) , p ç. ~K est dite commutative si pour tout a € A^,
b Ê A 0 1

ab = (-1)—1 ba.

"" ÎSîË-ÊÉEïYÊyS -̂̂ Ê-ÉËSïÉ-E (r e z) sur (A^ est urle application linéaire
D : îf -> A^ vérifiant

D(ab) = D(a) . b + (-1) l3^ a . D(b) .

Nous noterons Der^A) l'ensemble des r-dérivations de A.

" lAîe--ai3e^£e_ :̂̂ £êïen.tielle-3ra^uee CŒTÎmaÏa.tlve (A^) est une algèbre graduée
carmutative A munie d'une dérivation de degré 1 vérifiant d2 = 0.

Nous adopterons les abréviations A.G.C. pour algèbre graduée ccnniitative et
A.D.G.C. pour algèbre différentielle graduée commutative.

- Nous appellerons d f̂feren_fc^e];l;e toute dérivation de degré 1 de carré nul.

Soit X* un espace vectoriel gradué, nous noterons AX* l̂ a]:2ebre_cgmmate îYe
libre sur X*.

Décomposons X* = P* ^ Q* où P* est l'espace vectoriel des éléments de degré impair

et Q* l'espace vectoriel des éléments de degré pair.

Alors AX* est isomorphe au produit tensoriel de l'algèbre extérieure sur P* par
l'algèbre symétrique sur Q*.

AX* ^ E(P*) ® S(Q*).
La-̂ ^h^In^]:̂ 2^e de (A,d^) est l'A.G.C. H(A) donnée par Ker. cL/Im. d^.

Un_homomorpMsme cp d'A.D.G.C. de (A,d^) dans (B,d^) est un hononorDhisms de

k-algèbres de degré zéro commutant avec les dérivations : 4) d, = dn (p.
On notera (p* l'homomorphisme d'A.G.C. induit en cohomologie.

yD-aïÊÊiz^TO îsîïe ^ d'A.D.G.C. de (A,d^) dans (B.dg) est un hononorohisms cp tel
que tp* soit un isomorphisme.

Une A.D.G.C. (A,d^) est dite c-connexe si H (A) est connexe.

î̂1-?——8-^0"^1:6^-00!]1}®^ (Koszul - Sullivan) est une A.D.G.C. de la forme (AX,D)
où x = o^O x: est un esPaoe vectoriel gradué satisfaisant la condition (1 ) .

(1) ^^te^œ : II existe une base honogène {x^}^çg de X indexée nar un ensemble
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bien ordonné S telle que Dx^ appartient à l'algèbre engendrée par les x avec
@ < a.

Il est dit minimal s'il satisfait la condition (2).

(2) Mmjm t̂é : D(X) c (A^) (A^) (équivaut à : a -> dtm. x | est une application
croissante).

Soit (AX,d) un K - S complexe connexe. Nous noterons par _(^D^ l'A.D.G.C.
(AX <2) AX 8) AX,D) avec

1) D | AX = d 4) DX = X

2) 3P = X^1 5) DX = 0.
3) ^ ^ X1'

Un autcmorphisme a de (AX,D) est alors construit en posant a (a) = ? -1— y11 (a)

= eY où y = Di + iD avec i une dérivation de degré -l fix = x

^ix = 0
[ix = 0.

Si tp^, cp^, (AX,D) -> (A,d^) sont deux homomorohismss d'A.D.G.C., une_hgmg_t.gp^e de

^ a_^ est un homomorphisme d'A.D.G.C.

(^ : (AX,D)1 ^ (A,d^) tel que

(f) | AX = cp et cp = c() a „u 1 AA

^o et l̂ sont cllors dits honotopes : cp ^ (p .

THEOÎ ME (Sullivan) .

1) Soit (A,d^) une A.D.G.C. c-connexe. Il existe un K - S complexe connexe minimal

(M )̂ et un honomorphisme p^ : 0^,ô^) -> (A,d^) tel que p^ est un isomomhis-
me.

2) Si p^ : (^/ô^) ^ (A^) est une autre solution du problèms, il existe un iso-

morphisme (p : (M^,(S^) ^ (]y^/^) uniquement défini à honotopie près tel que
P^ o cp : p .̂

Deux A.D.G.C. (A,d^) et (B,dg) sont dites c-^^yŒ^n^ês si leurs modèles minimaux

sont isomorphes. On dit alors qu'elles ont msme type de k-homotopie.

Il revient au même de dire qu'il existe une suite finie de quasi-isonorohismes.

(A^) ^ (A^) -. (A^) ^ ...... -. (A^,dJ avec (A^d^) = (A,d^) et (A^,d^) =
(B,d^).

b) Theori;e_de_Sul]̂ Yan.

Soit X un espace topologique connexe niipotent, C^ (X,Q) l'espace vectoriel des

chaînes rationnelles sur X et A^ l'espace vectoriel des q-f ornes polynomiales à

coefficients rationnels sur l'espace A = { ( t , . . . , t ) € I^'1 \ Et. = 1} .
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A* est une A.D.G.C. avec la différentielle extérieure comme dérivation,

A^ est l'espace vectoriel simplicial des q-f ornes rationnelles sur l'ensemble
simplicial A^.
Désignons par Z (X) l'ensemble stmplicial des stmplexes singuliers de X.
Une__P^L^_fonne_ra_tj;onne_lJLe_de_de2re_3 sur X est une application simpliciale
LO : Z (X) -> A^ qui à tout r - simplexe a associe une q forme œ sur A .
Notons À-l (X) cet espace.
Munissons les formes du produit extérieur (co A œ ' ) = 0 ) A (A) '. A*- (X) devient une
Q-A.G.C. La différentielle extérieure (do)) = d— 00 en fait une Q-A.D.G.C.

C7 UJ"\. 0

L'intégration fournit une application d'espaces vectorzets différentiels gradués
A^(X) -> C*(X,Q)

induisant un isomorphisme d'algèbves graduées
H*(Aj^(X),d) ^ H*(X,0).

Il s* en suit que le foncteur A^ transforme une équivalence rationnelle d'homoto-
pie d'espaces connexes niipotents en une équivalence d'homotonie d'A.D.G.C.
Inversement : soit un K - S complexe minimal (A,cL).
Sullivan construit un espace connexe niipotent < A >, sa__réa^say;on_3ecmé_fcr3;3ue,
tel que les foncteurs X ->. A^ (X) et A -?- < A > sont adjoints et induisent une équi-
valence de catégorie entre la catégorie des types d'homotopie rationnelle d'espaces
niipotents et la catégorie homotopique des A.D.G.C. connexes niipotentes.

On déduit de ceci que deux espaces ont même type rationnel d'homotopie ssi les
A.D.G.C. correspondantes sont c-équivalentes.

L'espace vectoriel gradué des générateurs du modèle minimal de (A,d ) est appelé
espace de pseudo-'homotopze de (A,d_) et est noté TT* (A,d,).

Th. : Si X est un c.w. complexe simplement connexe, et plus généralement niipotent
(c'est-à-dire dont le groupe fondamental est niipotent et opère de façon niipotente
sur les groupes d'homotopie de dimension supérieure),
alors TT^ (Ap^(X) ,d) ^ Hom (TT^ (X) ,Q).

c) Modèle bigradué d ' une A^Ç._et modèles filtres _d^AJ^G. C.
- Soit H une A.G.C. connexe. Il existe un modèle minimal p : (AZ,d) -^ (H,o)
(o pour dérivation nulle) avec 1) Z est un espace vectoriel bigradué Z = Œ_ Z^

c^O
p : dimension
q : degré de graduation inférieure.
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2) d : Z^ ->- (AZ)^_ , ceci munit l'algèbre de cchorologie H(AZ,d) d'une graduation

inférieure H (AZ,d) .
Il faut en outre que :

3) p : AZ -> H soit surjective.
4) H^(AZ,d) ^ H.
5) H (AZ,d) ^ o p > o.

Un élément z de AZ est dit de degré de filtration inférieure à p s'il appartient

à (AZ)^p. La construction explicite se trouve dans H - S. [10].

(AZ,d) S (H,o) est appelé ie_mode],e_,b r̂adue de H. Il est défini à isomorphisme

près.

- Soit (A,d^) une A.D.G.C.. c-connexe et <AZ,d) S (H* (A) ,0) le modèle bigradué

de l'A.G.C. H* (A) , alors il existe une dérivation D de carré nul sur AZ et une ap-

plication d'A.D.G.C. 4) : (AZ,D) -> (A,d^) telles que

1) (D-d) : Z^ -. (AZ)^

2) (p* est un iscroorohisme

3) ^z e ^o ^([2]) == P^

D'autre part, si 4?' : (AZ,D') ^ ^/^ satisfait également œs propriétés, il exis-

te un isomorphisme 1^ : (AZ,D) ^ (AZ,D') tel que : 1) le diagramme suivant connate-

à homotopie près

(AZ,D)——————î£—————>. (A,d^)

^\. /^'
\l /

( A Z , D ' )

2) ip - Id. baisse la filtration d'au moins une unité. Un pareil modèle

(p : (AZ,D) -> (A,d^) est dit filtré. Il est obtenu à partir d'une perturbation de

la différentielle d sur AZ.

Une A.D.G.C. (A,d^) est dite formelle si elle est c-équivalente à (H(A) ,o). On

peut alors prendre D=d. Modèles filtrés et bigradués coïncident.

Soit (A,d^) une Q-A.D.G.C.

Si A est formelle, il est clair que, pour tout corps K de caractéristique o,

A g K est également formelle. Réciproquemment, Halperin et Stasheff ont mon-

tré : il suffit qu'il existe K tel que A ® K soit formelle pour que A soit
formelle.

Une A.D.G.C. (A,d^) c-connéxe est dite intrinsèquement formelle si toutes les
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A.D.G.C. avec algèbre de cohcmologie isomorphe à. H* (A) sont formelles, c'est-—à -are
s'il n'existe pour la cohomologie H* (A) qu'un seul type rationnel d'homotopie
(dont le modèle est le modèle bigradué de (H* (A) , d=o) ) .



CHAPITRE 1. VARIÉTÉ DES TYPES DE K-HCMJTOPŒ DE k-ALGEBRE DE COHCTOLOGIE H

Scient (-^d-) et ^'^o) deux A.D.G.C. c—connexes. Supposons qu'il existe un isomor-
phisme f : H* (A) ^ H* (B). Désignons par p^ : (AZ,d) -> (H* (A) ,o) le modèle bigra-
dué de H* (A). Alors : f p est un modèle bigradué de H* (B).

0 A
Ces modèles peuvent être déformés en des modèles filtrés :

(p^ : (AZ,D^) ^ (A,d^) et 4)5 : (AZ,Dg) -. (B,dg).
Halperin et Stasheff ont démontré [10] le théorème suivant :

Théorème : f peut être réalisée par une équivalence d'homotopie ssi il existe un
isomorphisme d'A.D.G.C. 4) : (AZ,D ) -^ (AZ,D-J tel que 4)-id. décroît la filtration
d'au moins une unité. D

L'inconvénient de cette formulation était que les morphismes p- et p- des modèles
bigradués [ ( A Z , d ) , p ] et [ ( A Z , d ) , p _ ] sont différents. Nous désirons éviter cette
dépendance.

Fixons une A.G.C. H* ainsi qu'un modèle bigradué (AZ,d) S- (H*,o). Réalisons cha-
que autcmorphisme h de H* par un automorphisme h de (AZ,d). L'ensemble des auto-
morphismes h de H agit sur les endomorphismes linéaires de AZ par la formule
D -> h D h~1.

^ oLemme : Soit (AZ,D) -> (A,d^) un modèle filtré de modèle bigradué (AZ,d) -^ H* et f
un automorrhisme_de H* réalisable par un automorphisme f de (AZ,d) , alors
(AZ, f"1 D f) 4) f-^ (A,d^) est un modèle filtré de modèle bigradué fp.

Démonstration : le modèle bigradué est pf = fp. n
Alors,

Proposition 1 : 1) Toute A.D.G.C. (A,d^) d'algèbre de cchomologie isomorphe à H*
a un modèle filtré (AZ,D^) $ (A,d^) de modèle bigradué (AZ,d) S (H*,0) fixé.

2) Deux pareils modèles filtrés (AZ,D^) et (AZ,D ) sont c-équiva—
lents ssi il existe un isomorphisme cp : (AZ,D ) ^ (AZ,D,J de la forme ip 6 où 0
est un automorphisme de bidegré (0,0) induit par un automorphisme de H* et^ est un
automorphisme de AZ tel que i|;-id décroît la filtration d'au moins une unité.

Démonstration : résulte du lernns. H
Nous supposerons toujours dans ce qui suit que Ja k-algèbre H* vérifie les

conditions suivantes :


