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STRUCTURE DBS SURFACES DE KATO

DLOUSSKY Georges

On etudie certaines surfaces de la classe VIIg de K. KODAIRA construi-
tes par Ma. KATO.
Dans la premiere partie, on attache a toute surface de KATO des invariants de na-
tures diverses : des germes d'endomorphisme de surfaces, un nombre complexe "la
trace", une famille d'entiers "la famille des opposes des self-intersections des
courbes rationnelles du revetement universel", et on donne certaines de leurs
proprietes.
Dans la seconde partie, on etudie les surfaces de Kato "de trace non nulle" au
moyen des germes d'application associes. On introduit la courbe fonnelle et les
champs de vecteurs formels invariants par ces germes, et on constate sur des
exemples que ces objets ne sont pas convergents en general. On etudie enfin les
courbes de ces surfaces en decrivant toutes les matrices d'intersection et on
montre que lorsque "la trace" est nulle, la matrice est definie negative.

Some surfaces of the VII^ class of KODAIRA, constructed by Ma. KATO
are studied.
In the first part, different kinds of invariants are attached to KATO's surfaces :
germs of mappings between surfaces, a complex number "the trace", a family of inte-
gers "the family of the opposite of self-intersections of rational curves of the
universal covering space", and some properties are given.
In the second part, KATO's surfaces with "non vanishing trace" are studied by
mean of germs of mappings. A formal curve and formal vector fields invariant by
these germs are introduced and it can be checked on examples that these objects are
not convergent in general. All intersection matrices of rational curves are des-
cribed and it is shown ̂ at when "trace" vanishes the matrix is negative jp^im'te.
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INTRODUCTION

La classification des surfaces analytiques complexes compactes due a
K. KODAIRA [ 13 ] ( 14 ] est incomplete pour les surfaces S pour lesquelles Ie
premier nombre de Betti b (S) verifie b (S) = 1 (c'est la classe VII dans la
terminologie de Kodaira) et dont les seules fonctions meromorphes sont les cons-
tantes.

Dans [ 1 ] BOGOMOLOV affirme que lorsque Ie deuxieme nombre de Betti
b ( S ) verifie b - ( S ) = 0 , les seules surfaces verifiant cette propriete sont
les surfaces de Hopf non elliptiques et certaines surfaces d'lnoue [ 9 ] .

Reste Ie cas b^(S) > 0 : M. INOUE a construit deux types d'exemples
( 10 ] [ 1 1 ] et M. KATO [ 12 ] a demontre que ces surfaces contenaient une coquille
spherique globale ( C . S . G . ) . On n'a actuellement aucun exemple de surface pour
laquelle b « ( S ) > 0 ne contenant pas de C. S . G .

L'objet de ce travail est I*etude des surfaces contenant une C.S.G.
On montre en reprenant une idee de M. Kato qu'on peut associer a ces surfaces des
germes d'applications contractantes F : (<C , 0 ) -> (<C , 0 ) qui pennettent de recons-
tituer la surface. L'etude de ces germes permet une etude "fine" de ces surfaces,
et en traduisant les problemes geometriques en terme de germes d*application, on
a un outil parfaitement adapte, qu*on se propose de developper.
Dans la premiere partie, on definit des invariants associes aux surfaces conte-
nant une C . S . G . et on etudie toutes les configurations possibles des courbes de
revetement universel. Dans la seconde partie, on donne un debut de classement du
cas generique ( i . e . tr(S) ^ 0) et on etudie les matrices d'intersection des cour-
bes de S .

Tous les resultats ont ete annonces dans deux notes [ 2 ] ( 3 ] . Je remercie
I. NAKAMURA de m'avoir signale une erreur : dans Ie thm 2 ( 3 ] il faut garder
1'hypothese tr(S) ^ 0 .

La classification des surfaces lorsque b^(S) = 1 annoncee dans [ 2 ] a
ete trouvee independamment et par d'autres methodes par I. NAKAMURA ( 1 7 ] . En
outre :
1 ) I. ENOKI [ 5 ] a classe les surfaces pour lesquelles b (S) = 1 , b^(S) > 0 pour



G. DLOUSSKY

lesquelles il existe un diviseur D ̂  0 pour lequel D = 0 : c'est exactement
Ie cas tr(S) ^ 0 (ou 0^(S) = 2n) ; 2) I. NAKAMURA ( 16 ] ( 17 ] a caracterise
les surfaces d'lnoue S et S ( 11 ] par 1'existence de respectivement 2 ou 1
cycle de courbes rationnelles et sans supposer 1'existence d'une C . S . G .

Je remercie Andre HIRSCHOWITZ pour son aide au cours de ce travail.

*
* *



STRUCTURE DES SURFACES DE KATO I
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Notations

2
Pour z = (z ,z ) € (C et £ > 0 assez petit, on note :

l l z l | = ( I z ^ l 2 + I z ^ l 2 ) 1 7 2

B := { z € (C2! l l z ( l< 1 +c} , B := z € <C2 I H z 11 < 1 -e} , B := Be -c o
£^ := { z € C2 I 1 -c < H z l K 1+ e}

E^ ..= { z € (C2 | 1 < l l z l l < 1 +e} , Z^ := { z € (C2 I 1 - £ < H z l K 1}

Z ^ { z c a ^ j l i z j ^ l } .

On appellera : surface une variety analytique complexe de dimension 2 ,

courbe un espace analytique irreductible de dimension 1 .
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§ 0.- Introduction.

0.1 - La classification des surfaces complexes compactes minimales due a
K. KODAIRA est incomplete en ce qui concerne les surfaces de la classe VII pour
lesquelles les nombres de Betti b ^ ( S ) et b ( S ) verifient :

b ^ ( S ) = 1 et b^(S) > 1 .
Ma. INOUE en a exhibe des exemples dans [ 1 0 ] et ( 11 ] et Ma. KATO a montr6
que les surfaces S [ 1 0 ] et S [ 1 1 ] contiennent une "coquille spherique
globale".
L'objet de cet article est 1'etude des surfaces compactes contenant une "coquille
spherique globale"

0.2 - Definition : Soit S une surface compacte et

f : ((C 2^) -̂  S
un germe d'isomorphisme. On dit que f est une coquille spherique globale - ce
qu'on abregera C . S . G . - si S ^ f ( Z ) est connexe.

Le point de depart est une observation due a Ma. KATO [ 1 2 ] : toutes les
surfaces compactes contenant une C . S . G . sont isomorphes a une surface S(II,a)
(Proposition 1 . 7 ) , qui est obtenue de la facon suivante :

Definition : Soit II : B -»• B une succession finie d'eclatements au-dessus d'un
nombre fini de points de la boule unit6 B de (C et

une application biholomorphe sur son image. En recollant holomorphiquement par
(711 des voisinages isomorphes des deux bords de B ^ ( J ( B ) , on obtient une sur-
face compacte, notee S(II,0) qui est canoniquemeht munie d'une C . S . G .

Dans le cas ou S ( I I , ( J ) est minimale on montre (theoreme 2 . 1 3 ) que 11
et (J peuvent etre choisis de sorte que :

- les eclatements composant 11 aient lieu au-dessus de 0 ,
- IT ( 0 ) ne contiennent qu'une seule courbe exceptionnelle de premiere espece F.
- 0(0) appartiennent a F .

0.3 - Definition : On appellera surface de Kato une surface compacte minimale
contenant une C . S . G . et pour laquelle b - ( S ) ̂  1 .
A une surface de Kato S on associe une famille de germes d*applications
{r^} . ^ indexee par 1'ensemble ^(S) des courbes rationnelles du revetement
universel S de S . Ces germes sont isomorphes a des germes de la forme
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F = TIo et ̂  chacun d*eux on peut associer une surface isomorphe a S (Proposi-
tion 3 . 1 6 ) , ce qui permet de montrer (§ 3 . 1 1 ) que la recherche des classes d'iso-
morphisme des surfaces de Kato est equivalente a celle des classes d'isomorphisme
des germes de la fonne F = IIo.

L'invariant analytique {F } ^ etant d'un emploi malaise, on in-c C € C(S)
troduit d'autres invariants associes a S plus grossiers :

1 ) b ( S ) qui correspond au nombre d'eclatements qui composent chaque germe F ;

2) la famille des self-intersections des courbes rationnelles du revetement uni-
versel S' de S note a(S) : = ( C . . C ) ^ :1 1 i € fc(S)

On montre que SOS) est principal homogene sous Z (Corollaire 3 . 7 ) et on decrit
toutes les configurations possibles des courbes compactes de ? (Theoreme 3 . 2 7 ) ;

3) la trace de S , notee tr(S) et definie pour tout germe F = IIo associee a
S par

tr(S) := tr DF(0)

On montre que tr(S) ne depend pas du choix de F et on a :

Theoreme : Soit S une surface de Kato. Alors :

i) 0 < I t r ( S ) I < 1

ii) tr(S) ^ 0 si et seulement si C. . C . = -2 pour tout i € te('S) .

Les invariants analytiques a(S) et tr(S) determinent Ie graphe des eclatements
de tout germe F = Ho associes a S .

0.4 - On montrera dans un travail ulterieur que, dans certains cas, notamment

lorsque b - ( S ) = 1 les invariants b,,(S) , a(S) et tr(S) permettent de recons-
tituer {F } ^ et done la surface S . On en deduira dans ces cas la clas-

sification des surfaces de Kato, leur deformation semi-universelle et leur groupe
d'automorphismes.

Je remercie Andre HIRSCHOWITZ pour toute l'ai,de apportee au cours de
ce travail.
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§ 1 . Surfaces contenant une coquille spherique globale.

Definition 1 . 1 [ 12 ]

Soit S une surface analytique complexe compacte, U un voisinage ouvert de la

sphere unite Z dans € et

f : U ->- S

une application analytique biholoroorphe sur son image. On appellera Ie germe d'ap-

plication

f : ((E2^) ->• S
une coquille spherique de S , et on dira que f est une coquille spherique glo-

bale - ce qu'on abregera par C.S.G. - si

S \ f (Z)

est connexe.

Les surface de Hopf primaires contiennent des C.S.G. ; par exemple si

6 : (C2 ^ { 0} •> (C2 ^ { 0} est 1'horoothetie de rapport a € <E avec lal < 1 , G

est Ie groupe d'automorphismes de (C ^ { 0} engendre par 6 et
7 2

11 ; (C .\ {0} -»• S.:= <C ^ { 0 } / G est 1'application canonique, alors

f : ((C2^) •> S
induit par II est une C.S.G. de la surface de Hopf S .

1.2 Donnees de Kato et surfaces S(JI,g) associees.

Definition 1 . 3
Soit

n : w -^ c2

une succession finie d'eclatements au-dessus d'un nombre fini de points de la
2boule unite B de C et

a : i ->- B11 : = iT^B)
une application analytique definie sur un voisinage ouvert de B et biholomorphe
sur son image dans B
On appellera (11,0) une donnee de Kato, et on dira qu'elle est centree si 0 est
un point fixe de F : = IIo , c'est-a-dire

F ( 0 ) = no(0) = 0 .
Dans [ 12 ] Ma. Kato donne un precede de construction de surfaces contenant une
C . S . G . :
Notons pour e > 0 petit

B;,=H-^>.
L'application

on , B^ ^
envoie biholomorphiquement un voisinage du bord 9B de B dans B , sur un
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voisinage du bord 8 ( 0 ( B ) ) de 0(B); en recollant par all ces voisinages isomor-

phes, on obtient une surface analytique complexe compacte notee

sdi.o) .
S(II,a) est canoniquement munie d'un plongement ouvert

i : A = Ann(II,0) ;= B ^ o(B) -> S(II,(7)o
de plus, pour £ > 0 assez petit pour que sur £ , II existe, les applications

f'1' : £^ -> S(IT,CT)
z -^ ia(z)

€ : Z~ -^ S(IT,o)

z -^ i H1 (z)

se recollent par construction sur Z pour donner une C.S.G.

f = f(II,a) : ((C2^) ^ S(JL(J) .

Definition 1 . 4 .

On dira que S(ILo) (resp. Ain(II,a) , f(II,(J)) est la surface (resp. 1'anneau,

la C.S.G.) associee & la donnee de Kato (11,CT) .

Dans la suite Ann (II,a) sera identifie a son image par i .

On va maintenant construire ^ partir d'une donnee de Kato quelconque (11,0)

une donnee de Kato centree (11 ' , 0 ' ) de sorte que S(IT,0) et SdT'.a ') soient

isomorphes. Plus precisement on a :

Lemme 1 .5 . : Soit (11,0) une donnee de Kato et F = II(J .

Ators : II existe une donnee de Kato centree (IT'.cr ') , un automorphisme de

la boule 4) et un isomorphisme

^ : s ( n ' , o ' ) •> s (n ,CT)
pour lesquels Ie diagramme suivant

n 4) n
( ( C , Z ) -^ (<E-,Z)

f ( n ' , a ' ) ^ ^ fd l . c r )

s ( n ' , o ' ) -*- s(n,a)
^

soil commutatif.

De plus, si F' := n'O' on a :

F = 4>F' (p~

D Demonstration :

D'apres Ie theoreme du point fixe de Brouwer, F admet un point fixe z € B;

d'autre part les automorphismes de la boule operent transitivement et se prolongent

analytiquement a un voisinage de B' [21 ] . Soit alors un automorphisme


