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INTRODUCTION

L'origine de ce travail remonte à 1979 : Y. Flicker venait de prouver (par
des moyens globaux) l'existence d'une correspondance biunivoque entre les clas-
ses de représentations admissibles irréductibles spécifiques du groupe métaplec-
tique G d'ordre n sur GL ( F ) ( 1 ) et certaines classes de représentations admis-
sibles irréductibles de GL ( F ) , lorsque F est de caractéristique 0. P. Gérardin,
qui avait calculé avec P. Kutzko les facteurs locaux des représentations super-
cuspidales irréductibles de GL ( F ) en utilisant leur construction explicite par
induction à partir de sous-groupes ouverts et compacts module le centre ( ^ K " Q ,
[ G K ] ) , fut alors convaincu de la possibilité d'obtenir cette correspondance lo-
cale par des moyens purement locaux, et de façon très explicite : le cas des re-

^présentations non supercuspidales de G étant décrit explicitement par Y. Flicker,
il fallait étudier les représentations supercuspidales de G . avec l'espoir que
leur construction par des méthodes analogues à celles de [KlJ et [^GKJ permît d '
obtenir la correspondance et de la décrire entièrement. Il me demanda de travail-
ler cette question, et les résultats escomptés sont maintenant établis, po'-'r tout
corps F localement compact non archimédien de caractéristique ou caractéristiQue
résiduelle première à n. J'ai montré dans fs] que des constructions voisines de
celles effectuées pour GL ( F ) donnaient naissance à des représentations supercus-
pidales irréductibles spécifiques de G , et que toutes ( à isomorphisme près) étaient
obtenues par ces constructions. L'objet de cet article est d'utiliser ces cons-
tructions (que l'on rappellera) pour prouver le résultat suivant :

( 1 ) Soit F un corps local non archimédien, et n un entier strictement positif tel

que le groupe U(F) des racines n-ièmes de l'unité dans F* ait pour cardinal

n. Le groupe métaplectique d'ordre n sur G s GL (F) est l 'extension centrale

topologique G de G par A4. (F) construite par T. Kubota ( (K2J). Ses représen-

tations spécifiques sont celles dans lesquelles le noyau P- (F ) je 1 ' ex ten -/ n
sion opère par un caractère injectif i donné.
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Théorème :

II existe une uniQue application î|——» T de l'ensemble des classes d'éaui-
valence de représentations supercuspidales irréductibles spécifloues de G dans
l'ensemble des classes d'équivalence de représentations irréductibles admissi-
bles de G , vérifiant :

C) A(g") ©^".sCgV1) = Y A(h) Q^(h) (2)

.n nh sg

pour tout élément régulier g de^ G tel pue g" soit régulier.

Cette application est une injection dont l'image est constituée des classes

de représentations irréductibles supercuspidales de G de caractère central trivial

sur Â-L(F) et, si n est pair. des classes de représentations spéciales de G asso-

ciées aux caractères de F* non triviaux sur H(F) dont le carré est trivial sur

a(F).
/ n

Dans le I, on rappellera la construction du groupe métaplectique d'ordre n
sur GL-(F) ( 1 . 1 ) et ses propriétés essentielles ( 1 . 2 ) . On donnera en 1.3 la des-
cription de l'action des éléments réguliers de G sur l'arbre de G L p ( F ) . qui sera
beaucoup utilisée dans la suite. On rappellera en 1.^ quelques définitions et ré-
sultats classiques sur les représentations supercuspidales et induites.

Le II est consacré à la construction des représentations supercuspidales ir-
réductibles de G : après avoir défini en 11.1 les sous-groupes compacts utilisés,
on donnera en 11.2 la construction des représentations de la série ramifiée, en
11.3 celle des représentations de la série non ramifiée, puis on rappellera en
II. •4 que ces constructions sont exhaustives.

Le III est consacré à la démonstration du théorème ci-dessus. On montrera en
III.1 que le caractère d'une représentation admissible spécifique de G est nul en
tout élément régulier qui n'est pas, à une racine n-ième de l'unité près, puissan-
cen-ième d'un élément régulier (les éléments réguliers de G étant ceux dont la
projection sur G est un élément régulier de G ) , résultat qui explique l'injecti-

( 2 ) On désigne par fy*: (resp. Q ) le caractère de T (resp. T) ; c'est une fonc-
tion localement intégrable (cf III.2).

La section g«———» (g,s(g)~ ) est définie en 1 . 1 .

(-b)2 ^
On pose A(h) s ———— si a et b sont les valeurs propres de h dans F ou

ab F

dans une extension de F.
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vite de la relation ( • ) . On expliquera en III.2 comment les arguments de Jacquet-
Langlands ( [jLj chapitre 7) se généralisent au groupe nétaplectique et montrent
que les caractères des représentations supercuspidules irréductibles spécifiques
de G sont des fonctions localement intégrables, localement constantes sur les élé-
ments réguliers ; puis on énoncera le théorème ci-dessus, assorti de quelques re-
marques. Pour démontrer ce théorème, on choisira dans chaque classe d'équivalence
de représentations supercuspidales irréductibles spécifiques de G une représenta-
tion obtenue par les constructions de II ît on lui associera une représentation
de G obtenue par les constructions de [GKj , ou bien spéciale, de sorte que la re-
lation ( • ) soit vérifiée. La démonstration reposera donc essentiellement sur la
comparaison des caractères de représentations induites T = Ind TT et T s Ind-ffH H
(où H estun sous-groupe ouvert, compact modulo le centre, de G ) ; c'est pourquoi
nous établirons en III.3 des formules donnant de façon aussi semblable que possi-
ble le caractère de î ou T en fonction de celui de TT ou 1T : pour les éléments
elliptiques, ce sont les formules de caractère induit classiques ; pour les élé-
ments hyperboliques, en revanche, on obtiendra des formules compliquées mais se
prêtant très bien à une comparaison terme à terme, le but recherché. Ces formules
redémontrant au passage 1 existence d'une fonction localement constante donnant le
caractère de T ou T sur l'ouvert des éléments réguliers, le résultat d'intégrabi-
lité locale de III.2 ne sera utilisé que pour montrer que l'application î.___»T
obtenue définit une injection par passage aux classes d'équivalence de représenta-
tions. On utilisera les formules obtenues en III.^ pour montrer qu'à toute repré-
sentation irréductible supercuspidale spécifique de la série ramifiée de G corres-
pond une représentation irréductible supercuspidale de la série ramifiée de G , puis
en III.5 pour montrer qu'à toute représentation irréductible supercuspidale spéci-, ,•/fique de la série non ramifiée de G correspond une représentation irréductible su-
percuspidale de la série non ramifiée, ou bien une représentation spéciale, de G .
Les calculs permettant d'aboutir à la formule ( • ) sont parfois longs ; ils sont
détaillés en I I I . ^ , ne le sont plus en III.5. On verra que les représentations spé-
ciales de G obtenues (si n est pair) correspondent à des représentations non rami-<̂ >̂fiées de G construite? à partir de caractères "exceptionnels" d'une extension non
ramifiée E" de F : ce sont des caractères de conducteur relatif 1 dont la puissan-
ce n-ième est le composé d'un caractère de F* avec la norme de E* sur F " . Si n=2,
on obtient ainsi ( I I I . 5 ) une nouvelle construction des représentations de Weil im-
paires.

Les résultats de II et III permettent de préciser le théorème ci-dessus, d'une
part par les théorèmes III.^4. 1 et I I I . 5 . 1 qui décrivent explicitement la correspon-
dance, d'autre part par quelques remarques :
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- si l'on normalise les mesures de Haar sur G/F»" e^_ G/F* de sorte que F^K/F*"

t̂ fK/F* aient même volume, et si T correspond à T (par ( l t ) ) , alors leurs degrés
formels d(Ï) ̂  d ( T ) vérifient d('Ï) s n d ( T ) .

Cela résulte des théorèmes III.^.1 et III.5.1 : les degrés formels des repré-
sentations considérées sont donnés en II ( 2 . ^ , 2 . 7 , 3.^ et 3.7 ; le deyé formel
d'une représentation spéciale de GL ( F ) est i( q - 1 ) si la mesure de Haar sur G/F»
donne à F^K/F» le volume 1 ) .

- le caractère d'une représentation irréductible supercuspidale spécifique? de^
^
G est constant au voisinage de 1 sur l'ouvert des éléments elliptiques réguliers
^ î'.

C'est en effet le cas pour le caractère d'une représentation irréductible ad-
missible de carré intégrable de G (cf [n] et [JL] ) . Or si 7 correspond à T , la
relation C) devient, pour g elliptique régulier voisin de 1 et g régulier :

© ^ ( g " ) = n Q^(g).
- les résultats de P. Kutzko ( [Ko2j ) sur les caractères des représentations

supercuspidales de GL ( F ) permettront de dresser une table complète des caractères
des représentations supercuspidales spécifiques de GL ( F ) .

Je ne puis terminer sans remercier P. Gérardin, qui fut l'instigateur de ce
travail et me conseilla tout au long de sa réalisation, et F. Rodier, dont l'aide
patiente et les encouragements me permirent de mener cette étude à son ferme. De
nombreuses conversations avec P. Barrât, H. Carayol et tous les participants du
séminaire sur les groupes réductifs et les formes automorphes de l'Université
Paris VII. m'ont aussi beaucoup aidée. Je remercie enfin P . J . Sally et P. Kutzko
de l'intérêt bienveillant qu'ils ont manifesté pour mon travail durant l'été 1983
à l'Université de Chicago.
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Notations:

n : entier strictement positif.
F : corps local non archimédien, de caractéristique résiduelle première à n.
U : anneau des entiers de F.
y : idéal maximal de QT.
k : corps résiduel de F, i.e.O/T^.
p : caractéristique de k.
q : cardinal de k.
6& : une uniformisante de F.

E : extension quadratique séparable de F, d'anneau des entiers CL ayant pour
idéal maximal _p^_ , de corps résiduel kp.

N : la norme de E*dans F9, de noyau Ker N.
Tr: la trace de E sur F, de noyau Ker Tr.

Les notions de conducteur d*un caractère de F, F, E, E, et de conducteur
relatif ( par rapport à F ) d'un caractère de E*sont définies en [GKJ» ainsi
que celle de caractère régulier de E.Ici, caractère signifie homomorphisme
continu dans U-.



I. LES PROPRIETES FONDAMENTALES.

1 . 1 . LE GROUPE MÉTAPLECTIQUE PERDRE n SUR GL ( F ) .

a) Les revêtements de SL^(F).
Soit G et C deux groupes topologiques localement compacts séparables, le groupe C

étant commutatif. On appelle extension centrale de G par C la donnée d'une suite exacte
de groupes : 1—» C—!-> E — ~ ^ G — » 1 , telle que i ( C ) soit contenu dans le centre de E. L'ex-
tension centrale est dite topologique si i est un homéoroorphisme de C sur un sous-groupe
fermé de E , et si p induit un isomorphisme de groupes topologiques de E / i ( C ) sur G . Deux
extensions centrales E et E' de G par C et C' respectivement sont isomorphes s'il existe
un isomorphisme de groupes P̂ : E—»E' tel que le diagramme suivant soit commutatif :

1—^C-i-^E-^G--»!
1 If ItlUU-* < » » p » »

1_^C'i^E'±+G—»1

Dans le cas d'extensions centrales tôpologiques, on demande que r̂ soit un homéoroorphisme.

Une extension centrale topologique E de G par C est un revêtement de G si le sous-groupe

des commutateurs de E est dense dans E (C. Moore["Mo '] ). Un revêtement E de G de noyau C
i' D'est dit universel si pour toute extension centrale topologique 1_^C'—^E'—»G—^1, il

existe un unique homomorphisme ^P : E—»E' rendant le diagramme C) commutatif. Si le

groupe G possède un revêtement universel (ce qui suppose en particulier que le sous-groupe

des commutateurs de G soit dense dans G ) , celui-ci est unique à isomorphisme unique près.

Soit G un groupe simple simplement connexe (comme groupe algébrique) déployé défini

sur un corps topologique infini k. R. Steinberg F St~[ » C. MoorerMo"] » P"is H- Matsurooto

["Matjont étudié les extensions centrales du groupe G(k) des points de G sur le corps k.

En utilisant la décomposition de Bruhat de G pour définir des sections particulières de ces

extensions, ils ont ramené leur détermination à celle de certains cocycles sur k*. Nous

voulons rappeler ici ces résultats dans le cas du groupe SL«(F), où F est local non ar-

chimédien. sous la forme donnée par H. Matsumoto.

Définition 1 . 1 :

On appelle cocycle de 3teinberg bilinéaire sur F* à valeurs dans C, groupe commutatif

localement compact séparable, toute application À de F*xF* dans C vérifiant les propriétés

suivantes. pour x , y. z€F* :

( H ^ ) A ( x y . z ) s Y (x.z) ^ ( y . z )

(H ) À (x .yz ) s X ( x . y ) À ( x . z )

(H ) À(x . l -x ) s 1 si xil.

Un cocycle de Steinberg \ sur F" à valeurs dans C est topologique s'il vérifie de plus :
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(H^) L'application (x,y)i—^A(x,y) est continue sur FW et, quand on con-

vient que À ( 1 , 0 ) s X ( 0 , 1 ) s 1 , l'application (x ,y)»—>A(x,1-xy) , définie

sur un voisinage de l'origine dans FxF, est continue à l'origine.

Proposition 1 .2 ( [Mat] corollaire 5 .12) :

Le groupe des cocycles de Steinberg bilinéaires sur F* à valeurs dans C est isomor-

phe au groupe H (SL^(F),C) des classes d'isomorphismes d'extensions centrales de SL,(F)——————————— d ———————————————————————————————-————————————————— 2
par C, par l'application qui associe au cocycle de Steinberg A , la classe d'extensions

correspondant au cocycle suivant sur SL«(F) :

^
0^(g,6') = À ( ) [ ( g ) J (g ' ) ) A () [(gg*). "A ( g t ) )'1 ,

J((g)

^)((g) J^^0 pour g ̂  ^êSL^F).
(d sinon —— \c d /

Une extension centrale de cocycle c(. est topologique si et seulement si le cocycle de
Steinberg X l'est.

Il reste à décrire les cocycles de Steinberg bilinéaires sur F*. Certains d'entre
eux jouent un rôle fondamental : les symboles de Hilbert. Soit M ( F ) le groupe des raci-
nes de l'unité contenues dans F, et m son ordre. Pour tout diviseur n de m , on définit
(voir | M i ^ ou F^l) le symbole de Hilbert d'ordre n sur F* : c'est un cocycle de
Steinberg bilinéaire topologique sur F* à valeurs dans le groupe H ( F ) des racines/ n
n-ièmes de l'unité de F, noté ( , ) p. En plus de ( H ) - ( H . ) , il vérifie les propriétés
suivantes :

( H - ) ( a . b ) -. ( b . a ) - = 1 pour tous a,bCF 1 1
3 n , r n , F

( a . b ) - (-b/a. a-b) - = 1 si a-b 10n , F n , F
( a , - a ) = 1 .

*( H , ) ( a , b ) _ = 1 pour tout b€ F» si et seulement si afcF* .b n , r
Le théorème suivant, dû à C. Moore ( [ M o " ] î voir aussi f" Mat ~] et [ St J ) » montre

qu'il suffit de s'intéresser aux extensions centrales topologiques de SL ( F ) par les
groupes A^ ( F ) , où n est comme ci-dessus.

Théorème 1 . 3 î
Soit m l'ordre du groupe ^ > ( F ) des racines de l'unité dans le corps F , et ( , )

le symbole de Hilbert d'ordre m sur F*. Alors :
a ) Le groupe SL«(F) possède un revêtement universel, dont le noyau est U ( F ) .
b ) Soit C un groupe abélien localement compact séparable. Tout cocycle de

Steinberg bilinéaire topologique sur F* à valeurs dans C se factorise de
manière unique à travers ( , ) p en un homomorphisme continu de ĴL ( F ) dans C
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Remarque :

Plus généralement, le groupe G(F) des points sur F d'un groupe G simple, simplement

connexe, déployé sur F, possède un revêtement universel de noyau <LL(F), associé au sym-

bole de Hilbert d'ordre m de la manière indiquée dansrMolou |Mat"|.

Corollaire 1 . 4 :

Soit n un entier tel que F contienne n racines n-ièmes de l'unité distinctes.

Il y a exactement n classes d'extensions centrales de SL (F) par LL (F), le groupe des

racines n-ièmes de l'unité de F. Elles sont associées aux cocycles sur SL^(F) à valeurs

dans H- (F) suivants :——— f n ———————

<<,(r,.6') = ( ^ (g) . / ^ ) ) 1 F ( ^ x ( g > ) J îgg' ) )1 ?n.r ^ ̂  n.r

= ( x^^ X^J. )i , pourg.g'C S L ( F ) . 1^n.> (g) y (g * ) t — 2

Ha b \ f c si ciO
c d / ] d sinon.

d'ordre n ;Soit n tel que M (F) soit d'ordre n ; on pose </= o< . Alors :

Définition 1 .5 :

On appelle revêtement métaplectique d'ordre n de SL (F) , l'extension centrale de

SL (F) p^ar P- (F.) : 1_» H (F) _» SÎ^TF) —^SL (F) —» 1 . définie par la loi :

(g. ^ ) (g ' . ^) = (gg*. ^'o((6.g')). 6 .g '€SL^(F) . < f , ^ 'c^(F) .

C'est une extension centrale topologique, associée au symbole de Hilbert d'ordre n sur F*.

Remarques :

- Cette extension de SL-(F) par A^ a été construite directement par T. KubotarKall

indépendamment des travaux de C. Moore.

- Le cocycle oC est trivial sur les deux sous-groupes unipotents standard.

b) Passage à CL ( F ) .

On ne parlera pas de revêtements pour le groupe CL (F) , qui n'est pas engendré par

ses commutateurs. Cependant, partant du revêtement métaplectique d'ordre n de SL ( F ) ,

H •on va construire, comme l ' a fait Kubota dans Ka2 , le groupe métaplectique d'ordre n
sur CL ( F ) :

Théorème 1 . 6 :
Soit n un entier tel que <X ( f ) soit d'ordre n . Il y a . à laomorphisme près, une

unique extension centrale topologique de CL ( F ) par A^ ( F ) vérifiant les deux conditions
suivantes :
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