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of mathematical ideas and tools, that can be used to reach this goal.
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PRÉFACE

Ce volume regroupe sept cours donnés lors d’un trimestre spécial Méthodes expli-
cites en théorie des nombres, qui s’est tenu à l’Institut Henri Poincaré de septembre à
décembre 2004. Ce trimestre abordait le vaste champ des aspects effectifs de l’arith-
métique, sans se restreindre aux questions purement algorithmiques : une «méthode »
peut ne pas fonctionner ; certaines d’entre elles n’ont d’autre intérêt que les problèmes
mathématiques qu’elles soulèvent.

Par manque de place et par souci de cohérence, le présent volume laisse de côté des
thèmes importants du trimestre comme les conjectures de Stark ou les paramétrisa-
tions de Bhargava et se préoccupe essentiellement de la résolution effective d’équations
diophantiennes. Les cours qu’il réunit donnent un panorama attrayant des techniques
employées et des mathématiques sollicitées. Ils sont du niveau d’une deuxième année
de Master, en admettant au besoin quelques résultats plus avancés.

Ce livre n’est pas une introduction à l’algorithmique de Z, des corps de nombres, au
calcul formel, ni à l’algorithmique des courbes pour la cryptographie, qui fournissent
des outils ou des motivations pour certains cours. Pour plus de détails sur ces sujets,
on pourra consulter respectivement Prime numbers, a computational perspective de
Crandall et Pomerance, A course in computational algebraic number theory de Co-
hen, Modern computer algebra de Gerhard et von zur Gathen, et Hyperelliptic curve
cryptography, édité par Cohen et Frey. Passons maintenant en revue les différentes
contributions.

Hendrik Lenstra et Pierrick Gaudry étudient des équations sur des corps finis.
Les objets considérés étant tous finis, il suffit de compter. Le problème est donc ici
de compter efficacement (Gaudry) ou de s’interroger sur ce que l’on manipule et
comment (Lenstra). Les motivations de Gaudry viennent de la cryptographie à clé
publique, plus précisément de son utilisation du problème du logarithme discret dans
un groupe fini ; celle-ci nécessite de savoir calculer l’ordre du-dit groupe, ici les points
de la Jacobienne d’une courbe définie sur un corps fini.

Lenstra s’intéresse à la question suivante : quelle efficacité peut-on atteindre en
ne s’autorisant que des constructions déterministes ? Les résultats les plus familiers
de la théorie des corps finis, par exemple l’existence mÃ#lme de Fpn posent alors
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des questions fort intéressantes. (Le lecteur perplexe pourra essayer à ce stade de
construire Fp2 , c’est-à-dire un résidu non-quadratique dans F∗

p, sans tirer à pile ou
face, ni considérer un nombre rédhibitoire d’éléments.)

Les autres cours s’intéressent aux points Q-rationnels, ou plus généralement sur
des corps de nombres, de courbes ou de surfaces, et on ne connâıt plus maintenant
d’algorithme général qui permette de les décrire explicitement.

Michael Stoll et MarkWatkins se restreignent aux courbes elliptiques. Stoll présente
un algorithme de descente général qui permet de calculer le groupe de Mordell-Weil
si le groupe de Shafarevich-Tate est fini (comme on le conjecture) et en tout état de
cause d’obtenir des renseignements sur ces deux groupes. Watkins décrit la méthode
des points de Heegner, en supposant la courbe elliptique définie sur Q et de rang
exactement 1, ce qui permet d’obtenir un générateur via une approximation complexe
suffisamment précise.

Sur les courbes de genre supérieur, la situation est d’une certaine façon plus fa-
vorable puisque d’après le théorème de Faltings (la conjecture de Mordell), il n’y a
qu’un nombre fini de points. En contrepartie, contrairement au cas du genre 1, on
est encore loin d’une méthode générale, voire de conjectures générales, qui les exhibe-
raient effectivement. Bill McCallum et Bjorn Poonen présentent la méthode p-adique
de Chabauty et Coleman, qui est le point de départ de l’essentiel des succès en genre
supérieur ou égal à 2.

Finalement, Frits Beukers et Samir Siksek s’aventurent sur des surfaces, proches de
l’équation de Fermat. Le cours de Beukers est une introduction à la théorie classique
des invariants (suivant Hilbert) et à son utilisation des syzygies pour résoudre certaines
équations diagonales (suivant Mordell). Siksek expose la méthode modulaire, celle de
Wiles. En d’autres termes, comment associer concrètement des courbes de Frey aux
solutions d’équations de type Fermat, et comment le théorème de Ribet donne des
renseignements sur ces solutions, en termes (d’une liste effective) de formes nouvelles
de poids 2 et de niveau contrôlé. Dans les cas favorables, ceci suffit pour conclure.

Bonne lecture,

Karim Belabas
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posé par la quête d’algorithmes en temps polynomial à notre compréhension
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Cet exposé présente une introduction à la méthode de Chabauty et Co-
leman, une méthode p-adique qui cherche à expliciter l’ensemble des points
rationnels d’une courbe de genre g ≥ 2. Après avoir exposé la méthode, nous
donnons quelques exemples de son utilisation en pratique et puis nous discutons
sur son efficacité. Une annexe traite le cas où la courbe a mauvaise réduction.

The generalized Fermat equation
Frits Beukers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

Cet article étudie les généralisations de l’équation de Fermat xn+ yn = zn.
Dès la démonstration du « grand théorème de Fermat » par Wiles et Taylor,
on s’est démandé ce qu’il adviendrait si les exposants dans l’équation à trois
termes étaient choisis différemment. Ou si l’on plaçait d’autres coefficients que
1 devant les monômes. Nous discutons la réduction de la résolution de telles
équations à la détermination des points rationnels d’un ensemble fini de courbes
algébriques (définies sur Q si possible), puis résolvons complètement l’équation
d’exposants 2, 3, 5.
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Le but de cette note est de présenter le théorème de rabaissement du niveau
de Ribet et autres idées relatives d’une façon explicite et simplifiée (que nous
espérons être toujours aussi précise), et ensuite d’expliquer comment ces idées
sont utilisées pour dériver des informations utiles sur les solutions aux équations
diophantiennes.
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