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PREFACE

Ces notes ont été rédigées pour un cours de DEA donné a I’'Université Bordeaux I
au second semestre 2001/2002. L’idée était de présenter de maniere motivée cer-
taines des méthodes les plus modernes de théorie analytique des nombres par le biais
d’un théoreéme tres récent de Duke, Friedlander et Iwaniec. Pour que celui-ci soit
présenté dans un contexte compréhensible, il a fallu tout naturellement développer
les résultats fondamentaux concernant la distribution des nombres premiers, de sorte
que le texte final peut aussi étre considéré comme une introduction a toute la partie
«multiplicative » de la théorie analytique des nombres. Il n’existe pas beaucoup de
textes ayant cet objectif, ce qui peut rendre utiles ces notes au lecteur débutant ou
non spécialiste.

Les choix de présentation ont été faits dans cette optique. En particulier, on remar-
quera I'insistance, parfois maniaque, sur les « sommes lisses » : si cela ne se justifie pas
toujours pour ce qui est du contenu présent, il n’en est pas moins vrai que méme des
articles de recherche contiennent encore des énoncés plus faibles, ou des démons-
trations plus complexes, que ce qu’ils (elles) pourraient étre si leurs auteurs avaient
songé a lisser ces sommes...

Il n’y a pas vraiment de résultats originaux dans ce cours, parfois simplement une
présentation un peu différente de ce qu’on peut trouver habituellement. Cependant,
dans la plupart des cas, je n’ai fait que reprendre et adapter certaines des notes de
cours non publiées de H. Iwaniec.

Je dédie d’ailleurs a H. Iwaniec tout ce qu’il peut se trouver dans ce cours qui
recevra son approbation, avec la plus grande admiration...

Prérequis et notations

Les prérequis formels sont assez minces : il faut essentiellement connaitre les bases
de la théorie de I'intégration, en particulier les propriétés de base de la transformée
de Fourier sur R" (bien que seules des fonctions tres réguliéres soient utilisées), et
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les bases de la théorie des fonctions holomorphes (formule des résidus(!), principe
du maximum essentiellement). Plus que cela, c’est d’'une certaine habitude et agilité
dans le maniement des inégalités qu’il faut disposer : habitude qui devrait se renfor-
cer a la lecture du cours, d’ailleurs, si celle-ci est attentive...

Les notations sont standard, a une exception pres : en plus des symboles de Landau
S =0(g), f =o0(g) et f ~ g, on utilise souvent en théorie analytique des nombres
le symbole de Vinogradov f < g (et son opposé [ > g), dont I'interprétation est
subtilement différente.

Pour clarifier cela, nous reprenons la définition (celle de Bourbaki, par exemple)
de f = O(g), qui est de nature topologique. Ainsi, étant donné un espace topolo-
gique X, un point xo € X, des fonctions f et g définies sur un voisinage de xy (pas
forcément en xop méme), on ditque f = O(g) quand x — xo, s’il existe un voisinage V
de xo et une constante C > 0, dépendant a priori de V et de xq, telle que

|f(x)] < Cg(x) pourxeV

Par contre, si X est un ensemble quelconque, f et g des fonctions sur X, on dit
que f K g pour x € Y C X s’il existe C telle que

|f(x)| < Cg(x) pourtoutx e Y.

La différence est que, dans ce second cas, ’ensemble Y doit étre exactement spé-
cifié (bien que souvent il soit clair dans le contexte), alors que le voisinage V de
J = O(g) peut étre remplacé par tout autre voisinage W C V de x¢. Dans I’écriture
J < g sur Y, une constante C convenable est appelée « constante implicite » dans
le symbole < (souvent, elle dépendra d’autres parametres, qui seront explicitement
mentionnés ou indiqués en indice <, etc.)

Un exemple suffit a expliquer cela : on a

1 1
- = 0(x+ 1) quand x — +o0.
mais certainement pas

1
- <K
x

e pour x > 0.

Les lecteurs sont prévenus qu'une grande partie de la littérature en théorie ana-
lytique des nombres utilise f = O(g) comme synonyme de [ < g, et parle donc de
constante implicite. Mais c’est aussi une source de nombreuses erreurs et malenten-
dus...

Il est pratique d’introduire un nouveau symbole f = O(g) (appelé «grand O
uniforme ») tel que f = O(g) soit exactement synonyme de f < g.

(WEn pratique, seulement pour un rectangle !
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Finalement, le symbole ~ n’a pas de signification mathématique précise. Il est
utilisé dans les raisonnements heuristiques, et f =~ g indique que f est, ou devrait
étre, proche de g, en un sens qui peut dépendre du contexte.

Rappelons que la notation p* || n pour p premier et k > 0 signifie que p* divise n
mais ptt!
On écrit aussi n | m®™ pour dire que tous les facteurs premiers de n sont des

ne divise pas n.

facteurs premiers de m.

Sim > 1etx e (Z/mZ)*, on note x I'inverse de x modulo m, c’est-a-dire que
xx = 1 (modm). Le module m est toujours clair dans le contexte.

Sauf mention explicite du contraire p désigne toujours un nombre premier et n
un entier > 0.

Enfin, si G est un groupe quelconque agissant & gauche sur un ensemble X, de
sorte que g - (h-x) = (gh) - x, on note

G\X
le quotient de X par G, c’est-a-dire I’ensemble des orbites Gx, x € X ; si par contre G
agit a droite, avec (x - g) -h = x- (gh), on note

X/G
I’ensemble des orbites xG. Et si G agit a gauche et Gg a droite, le double quotient
G1\X/ Ge

est 'ensemble des double classes G1xGo, x € X.
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