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Mémoire de là Société Mathématique de France, n° 31
Supplément au Bulletin de la S . M . F .
Tome 1 1 6 , 1 9 8 8 , fascicule 1

AS^MFTOTISUE VES POLES VE LA MATRICE VE SCATTERI/VG
POUR PEUX OBSTACLES STRICTEMENT COWEXES

ABSTRACT : (Ve ^tmdif tkd location o^ pote^ ^OA thé, acou^tÀ.c ^>c.atteAÀng motAÀ,^
^OA ^o ^Vu,ctiy conucx. oô-ô^acZc^. C(/e obtenu compile, (Usijmpto^bLc. e^pajzô/con-A ^o^i
thd pot^ /en a ^Vu,p Im z ^ c ÛLÔ Re. z <tend4 ^o -àt^n/cù/. T^-eA^ expan<6-cûn6 a^e
obtcLinad. a^^ng an cipp^.oxÀJtna>U,on o^ tho, qaan/tcze.d b^ÂJLiaA.d opvwJLo^ aiong tha,
Vwipp^d ^ay bc^^en thé. tiA)o ob^taci^.

RESUME : On é.tuLdLie, ta. po^HLon dc4 pôte^ de, ta matrice, de, ^c.atteAÂ.ng (XCOLLÔ-
tÂ,quL<L ponA de,iix. ob^taçJLe^ ^tA>ict(Lme.nt convexes. On obtÂ,ç,nt de4 dé.v<itoppe,me,nt&
cu>ymptotiquiez compta pouA t<u pôt^ dan^ une, bande, Im z ^ c quand Re z
^cnd VCA^ '̂̂ n^)u.. C&4 déveÂ.oppe.me.n.U ^ont obtmu^ Qnjace, a mne, appAoXÂjmation
de. V ope.njate,uiA. de, bmaAd quantité, te, tona dm ^ayon capté. e.nVLC, te^ dcax
ob^tacte^.

Texte reçu le 30 janvier 1 9 8 7 .
C.GÉRARD, Université de Paris-Sud, Département de Mathé-
matiques, 91405 Orsay, France.
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1. INTRODUCTION ET RESULTATS

On suppose que ^ = ^ - . 0 ^ 9 où ^ . est un obstacle

str ictement convexe dans ]Rn+ (n pair) à bord C°° r-

et ^ n ̂  = 0.

Soit d la distance de ^. à ^ et a _ € I . les

points tels que | a - , - a - | = d. On va uti l iser la caracté-

risation suivante des pôles de la matr ice de scattering

pour ^ , S ( z ) (voir [V]) .

Pour À e IR on considère la solution du problème

suivant :

(1.0) { A u + À 2 u = f dans IR114'1 \ ^

^Q'0

et u vérifie les conditions de radiation de Sommerfeld :

lu^ l .Cr - " 7 2 , ^.iAu .Cr-^1^2 .

Soit d ' au t re part ^ (x ) une fonction C posit ive
, , 2 .

telle que | D01^ | ^ C ^ e " ^ 1 , et W l ' espace de Sobolev
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à poids défini par |u[ „ = |^u( -, , où W8 est
W" W-CIR11 1 \ ^)

l 'espace de Sobolcv classique.

On note d ' au t r e part L2 ̂ n+l) l ' e space L 2 usuel àa
support dans { [ x | ^ a} avec a assez grand pour que

^ c { | x| ^ a} .

Alors il est montré dans C V ] que la résolvante du pro-

blème (1 .0 ) définie pour À € IR , a un prolongement méro-

morphe avec des résidus de rang fini aux pôles, si on la

considère comme opérateur de L (IR11 \ s'2) dans W .a ip

Cette résolvante notée S ( À ) est d'autre part holo-

morphe dans Im \ < 0 , et ses pôles sont exactement avec

multiplicité les pôles de la matrice de scattering pour

^ . Une deuxième caractérisation des pôles est donnée

dans la section 6.

Enonçons maintenant le théorème démontré dans cet

article.

Le rayon C a-, ,a^ ] est l'unique rayon captif de Ci .

Il correspond au point fixe (a- , ,0) e T * ( r i ) pour l 'ap-

plication du billard / associée aux rayons réfléchis.

Ce point fixe est de type hyperbolique car r^ et

V^ sont strictement convexes, et on note \^,..., \^ € ]R

les valeurs propres plus grandes que 1 de D x ( a ^ , 0 ) , et

b^C^. . . ^ ) - 1 7 2 .

Pour a € -iN» on pose K = b v a. (On peut avoir K = K ,? A a o K a a '
pour a ^ a ' ) . On note a lors À ^ - i l o g — r - ^ J ^ J ^ ^ »
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qui sont disposés sur des lignes Im z = este et appelles

pseudopôles par C B . G . R ] . Pour chaque valeur de K , on

introduit alors des développements asymptotiques : (on

omet l'indice a pour simplifier les notations)

^J)^4- I ̂ ^j^72^ avec tu €]N ^ ^ • • • a
K = 1

qui correspondent à des développements asymptotiques pour

les valeurs propres d 'une N x N matr ice où N = C a r d { a ' | K , =K }

On note p. la mult ipl ic i té de ^ ( J ) comme valeur

propre asymptotique. On démontre alors le théorème suivant:

Théorème : Pour tout N € -Wj il existe j ^ ç. JN et c^ € JR têts

que pour j ^ j „ ta matrice de scattering pour î2 a exactement p

potes avec multiplicité dans :
m^

\\ \ V ^ r \ .-k/2aH\ „ |, i-N
' ^ ' "À ^ / J 1 N ' ^

koù m^ est te plus grand k têt que o— < N.

De plus dans le cas où les | a ' | ont tous la même pa-

rité pour a ' e { a ' | K , = K } , le développement asymptotique
-k /a î 1ne contient que des puissances À . et plus de y puis-

sances. Le premier résul tat dans cette direction est dû à

M. Ikawa ( c l - ] ) qui a démontré ce théorème pour la première

rangée de pôles (a = 0) avec un développement asymptotique
- 1 / 2à l 'o rdre 0 ( À _ ) et récemment ( C l ^ J ) avec un dévelop-

pement complet .
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On donne maintenant le plan de l'article.

On va réduire la recherche de pôles à un problème sur
le bord d'un des ouverts, par exemple F-, . Pour cela, on
introduit les opérateurs suivants : H . ^ . ( À ) : C ^ C F . ) ->

C (IR \ S 7 . ) est la résolvante du problème :

( l . i )
( A + À 2 ) ^ ^ ( À ) v = 0 dans IR11'"1^.

H ^ ( À ) v ] r ^ v

étendue comme S ( À ) de W^Cr.) dans W2 (voir C V 3 ) .
H^ ^ est définie pour i = 1 , 2 pour À dans une région
{ | Im À | ^ c^,Re À ̂  c^} pour c. assez grand, car d'après
les résultats de ^ M ^ ] , la matrice de scattering pour un
obstacle non captif n ' a pas de pôles dans { I m À ï a l o g | À | + b } .
On note alors H _ ( À ) v = H . . ( À ) v p où F, = r-, eti i , + l^ ô l
M ( À ) = H ^ ( À ) H ^ ( À ) .

Dans la section 2 , on construit une approximation
asymptotique H ( À ) de M ( À ) près du point ( a . , 0 ) de
T * ( r . ) , qui est un opérateur intégral de Fourier à grand
paramètre À associé à la transformation canonique du
billard.

Dans la section 3 et 4 on étudie H en se plaçant dans
des coordonnées symplectiques convenables, et en remplaçant
H par une approximation H . On peut résoudre un problème
de Grushin pour 1 - H , puis pour 11 - H par perturbation.
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Dans la section 5 , on résout un problème de Grushin
pour l - M ( À ) en utilisant des résultats sur la propa-
gation des singularités en dehors d'un voisinage du rayon
périodique C a. , a . ^ ] .

Dans la section 6 , on démontre le théorème sur les
pôles de S ( z ) .

On a rassemblé dans l'appendice les résultats techni-
ques nécessaires dans les démonstrations.

Enfin nous tenons particulièrement à remercier
J . Sjôstrand qui est à l'origine de ce travail pour ses
nombreuses suggestions qui ont permis d'améliorer une
première version du manuscrit rédigée à l'Institut
Mittag-Leffler au printemps 85.

2 . CONSTRUCTION DES OPERATEURS MICROLOCAUX

On commence par introduire des opérateurs de tronca-
ture .

Soient k ^ ( x , y , Ç ) , iq ( x , y , Ç ) CS^^(1^ x r ^ ) , k ^ ( x , y , Ç ) ^
S 0' 0^,-, x r . , ) , tous à support compact, (voir appendice A . I0,0 ^ ^
pour les classes S 0' 0^-, x F . ) ) avec k-, , k ' égaux à 10 , 0 -L JL J- JL

près de ( a - , , a . , 0 ) et k., égal à 1 près de ( a ^ , a ^ , 0 ) .
Dans la suite, on posera a . = 0 .

On suppose de plus que k^=l sur l'intersection avec
8T*(1R \ ̂ ) des rayons sortants de supp k. , et que
k ' vérifie la même propriété avec k. remplacé par k^ .
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On aura besoin dans la suite de réduire un nombre

f ini de fois les supports de k - , , k - , k ' , en gardant ces

propriétés .

On pose alors :

K ^ u ( x , À ) = C-^)" | e-1^-7^ k^ (x ,y ,Ç) u (y ,À) dydÇ .

K^ et K' sont définis de manière analogue.

K^ envoie C°°(r.,) dans C°°(r . ) pour À € D où D est

un domaine de Œ de la forme { | l m À | ^ c , Re À ^ c^ }.

Soit V ^ c = T * ( r ^ ) le support de K ^ ( y , 9 ) , et soit K

1? intersect ion du flot des 1 / 2 rayons sortants de V-,

avec un voisinage Ui de ?î. qui contient r ̂  .

Dans ce paragraphe, on va construire un opérateur
H! : cx>^^ -^^W tel que :

(2 .1)
( A + À ^ H - u = R . u

H^u ^ = K^u

où K. est l ' opéra teur de t roncature introduit plus haut

et R- a un noyau dans (^ (K x r - . ) .

On a dé jà construit un tel opérateur si U. est assez

peti t dans la Proposit ion A . I I . 3 . Il reste à étendre

cette construct ion au voisinage de ^^ .

Proposition 2 , 1 : It existe un opérateur H. : ^(V -J ^ «£00^

qui vérifie ( 2 . 1 ) . H. est de la forme :



PÔLES DE LA MATRICE DE SCATTERING 7

H^u(x,\) = (^n | ^W^-y'^ a ( ^ y , 6 , X ) u ( y ^ ) d y d Q

où a est holomorphe en À pour \ ç. D ^

a € S090^ x FJ .
0,(9 -Z

Démons t r a t ion : II su f f i t de voir q u ' o n peut étendre les

construct ions de la Proposi t ion A . I I . 5 . On étend ^ à K

par :

i K x + ^ ( x , 0 ) , 0 ) = ^ ( x , 6 ) + ^ . L ' ex t ens ion est bien
( 2 . 2 ) ,

C car F. est strictement convexe.

On peut ensuite étendre a solut ion de ( A . I I . 8 ) à K en

ut i l isant que ( A . I I . 8 ) est une équat ion d i f fé ren t i e l l e

ordinaire le long des rayons qui recouvrent K . On a

donc démontré la proposi t ion.

Proposition 2.2 : Soit 7n = K n Y

On a : ( H . o ^ - j - H j a un noyau dans £ ° (}/ x rj.
Cl

Démons t r a t i on : D ' a p r è s l ' appendice , il su f f i t de montrer

que si IL est un voisinage de V^ dans 'SRn+ \ îî-,

(H. o K. - H- . ) y a un noyau dans ^(Uo x F-, ) .

En ut i l i sant les arguments de la preuve du th. A . I I . 1 2 ,

on voit que l ' on peut prendre par exemple LL = K , et ter-

miner la démonstra t ion de la même façon.

On peut fa i re la même construct ion en échangeant les

rôles de r. et 1^ et construire un opérateur :


