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POUR UN GROUPE PRESQUE ALGÉBRIQUE A RADICAL ABÉLIEN :

CAS OÙ LE STABILISATEUR GÉNÉRIQUE EST RÉDUCTIF

P. TORASSO

URA CNRS D 1322 "Groupes de Lie et Géométrie"
Département de Mathématiques

UFR Sciences de l'Université de POITIERS
40. Avenue du Recteur Pineau
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RÉSUMÉ :
La formule de Poisson-Plancherel, conjecturée par M. Vergne et dont nous

donnons une forme plus précise dans l'introduction, détermine la mesure de
Plancherel d'un groupe de Lie au voisinage de l'élément neutre. Nous établis-
sons cette conjecture dans le cas précisé par le titre de cet article. Cela
nous amène à introduire et étudier des intégrales orbitales, non pas seulement
sur l'algèbre de Lie comme dans le cas réductif. mais aussi et surtout sur le
dual de celle-ci. Cette étude se fait d'une part en montrant l'existence d'une
classe particulière de polynômes invariants sous l'action co-ad jointe et d'au-
tre part en établissant un résultat d'estimation a priori de type L pour des
fonctions C°° dans une chambre de Weyl d'un sous-système de racines. De plus
les propriétés de ces intégrales orbitales sont moins plaisantes que dans le
cas réductif, si bien que nous devons établir la formule sommatoire de Poisson
pour une classe de fonction de plusieurs variables présentant des singularités
importantes.

POISSON-PLANCHEREL FORMULA FOR

QUASI-ALGEBRAIC GROUPS WITH ABELIAN NILRADICAL :

THE CASE 0F REDUCTIVE GENERIC STABILIZER

ABSTRACT :
Thé Poisson-Plancherel formula which gives thé Plancherel measure of a

Lie group near ils neutral élément, was conjectured by M. Vergne. We give a
more précise statement of this conjecture in thé introduction of this paper
and then prove it in thé case announced in thé title. In order to do that, we
introduce and study orbital intégrais, not oniy on thé Lie algebra itself
(this was sufficient in thé reductive case) but aiso on thé dual space of thé
Lie algebra. To study thèse orbital intégrais, we prove firstly thé existence
of a class of polynomials which are invariant under thé coadjoint action, and
secondiy a L -type a priori estimâtes for functions which are C on a Weyl
chamber for a roots subsystem. Thé properties of thèse orbital intégrais being
not so simple as in thé reductive case, we need and prove thé Poisson's summa-
tion formula for a class of functions with gréât singularities.
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§ 1 - INTRODUCTION

Considérons un groupe presque algébrique, c'est-à-dire un triplet

(G,j,G), où G est un groupe algébrique défini sur 1R, G un groupe de Lie

réel séparable, et j un morphisme de groupes de Lie de G dans G dont l'ima-

ge soit un sous-groupe ouvert du groupe des points réels de G et dont le

noyau soit un sous-groupe discret central de G. Nous supposons de plus que G

est unimodulaire.

Soit ô l'algèbre de Lie de G. Rappelons qu'une forme linéaire f sur

à est dite très régulière si elle est régulière, auquel cas son stabilisateur

ô(f) dans Q est commutatif, et si, de plus. l'unique facteur réductif j,.
«

de ^(f), qui est un tore algébrique, est de dimension maximale. On note à

l'ensemble des formes très régulières sur ^, lequel est un ouvert de Zariski
» »

de Q , et car(â) l'ensemble des }„ pour f parcourant Q . Les éléments

de car(ô) sont appelés "sous-algèbres de Cartan-DufIo" de Q ; les raisons

ayant dicté le choix d'une telle dénomination sont expliquées dans le § III.

On note Car(G) un système de représentants des classes de G-conjugaison des

éléments de car(â), lesquelles sont. en nombre fini. Si '} est un élément de
» »

car(ô)» ô • désigne le sous-ensemble de Q constitué des formes linéaires
« «

f telles que j,, soit G-conjugué à j ; alors Q . est un ouvert et fi
«

est la réunion disjointe des fi . pour J parcourant Car(G). Si j appar-

tient à car(fi) on note b. son centralisateur dans Q, H. (resp. H'.) son

centralisateur (resp. normalisateur) dans G, et W. le groupe quotient
«

H'./H. , lequel est d'ordre fini. Alors t). s'identifie naturellement à un
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« « «
sous-espace de Q , et, si on note ï)- son intersection avec fi , toute

» «
G-orbite dans à . rencontre ()• suivant une H'.-orbite. si bien que pour

*
décrire une partie G-invariante de Q . il suffit de décrire son inter-

«
section avec ï)-.

» r
Soit f appartenant à fi , G(f) son stabilisateur dans G et G(f) le

revêtement métaplectique canonique de ce dernier, construit par M. Dufio dans

[Du 1] (voir aussi le § IX). On note X-(f) l'ensemble des représentations

unitaires irréductibles T de G(f) satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) la restriction de T à la composante neutre de G(f) est multiple

d'un caractère de celle-ci dont la différentielle est i f i ,„.

(il) si e désigne l'élément non trivial du noyau de la projection natu-

relle de GÇT)^ sur G(f). on a

T(e) = -Id.

Le sous-groupe Kerj de G est contenu dans G(f) et il se relève de

manière naturelle en un sous-groupe de G(f) . Si % est un élément de

Kerj^, le dual unitaire de Kerj, on note X- ( f ) le sous-ensemble de X-(f)

constitué des représentations satisfaisant à la condition supplémentaire :

(iii) T(y) = ^(y) Id, Vy€Kerj.

Soit ^ appartenant à Kerj^. On dit qu'une forme linéaire f sur ô est

G-^-admissible (resp. G-admissible) si X- (f) (resp. X-(f)) est non vide ;
»

en fait un élément f de ô est G-admissible si et seulement s'il existe ^

appartenant à Kerj^ tel que f soit G-^-admissible. Nous noterons alors
« «

fi- (resp. ô-) l'ensemble des formes linéaires sur Q qui sont très régu-

lières et G-^-admissibles (resp. G-admissibles).

On note E,, (resp. E_) l'ensemble des éléments T de Q tels que exp-T

soit égal à 1 (resp. appartienne à Kerj). Alors E- (resp. È-) est une

partie G-invariante de ô constituée d'éléments elliptiques. On définit une

fonction î- sur È- , généralisant la fonction Ç définie lorsque G est

réductif dans [Du-Ve], en décidant que, pour T appartenant à Ê- , T-(T) est
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l'exponentielle de la demi-somme des valeurs propres À de ad T. telles que
S

[\ soit positif, comptées avec leur multiplicité, et, si ^ est un élément

de Kerj^, on définit la fonction ^- en posant, pour T appartenant à E- ,

Ïç(T) = Tç(T) ^(expT).

w
Alors si ) appartient à car(â), un élément f de ï). est G-^-admis-

sible (resp. G-admissible) si et seulement si :

Ï-(T) = e1^' T>. VTeÊ-nj
(*)

(resp. Î^(T) = e '̂ T> VTeE^nj).

Soit t la partie anisotrope du tore algébrique J et t(G) le sous-

espace de t engendré par E-nj. Alors Ê-nJ (resp. E-nj) est un réseau de

t (resp. t(G)) noté î- (resp. t ) et la restriction de ^- (resp. T.,) à Ï_
G G U G G

« » » »
(resp. t ) est un caractère de ce dernier, si bien que Q~ nf). (resp. fl nï).)

est un ouvert de

U t1 (resp. U t(G)'1)
^» M » P-

^G.x ^G.l
^* » ~

où, d'une part, t- (resp. t- ,) est le translaté du réseau dual de t-G,^ G,l G
(resp. t ) constitué des formes linéaires sur t (resp. t(G)) satisfaisant à

la condition (*), et d'autre part, si E est un espace vectoriel dont F est

un sous-espace, et si p. est une forme linéaire sur F, on note F le sous-
»

espace de E constitué des formes linéaires dont la restriction à F est p..
^ * •

Pour être plus précis, pour tout fi élément de t (resp. t-. ), l'inter-

section de s- (resp. Q-) avec t (resp. t(G) ) est un ouvert de Zariski

de celui-ci. Maintenant il résulte de la formule sommatoire de Poisson que la

série

^ î (Tie^- T> (resp. ^ îçffîe'^ ̂

^G ^G
«

converge dans l'espace des distributions tempérées sur h. vers une mesure de

Radon sur cet espace, notée m' (resp. m ' ) , dont le support est
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U t^ (resp. U t(G)^) .

^t^ .̂1

sa restriction à chacun des sous-espaces affines t , H€Ï- (resp. ^G)., »

îet ) étant une mesure de Lebesgue. Alors la restriction de la mesure m^

i *(resp. m') à t). est une mesure de Radon H'.-invariante et, à ce titre, se

prolonge de manière unique en une mesure de Radon G-invariante sur l'ouvert

ô . . notée m . (resp. m ,) (voir le lemme 3 du § III et aussi le

§ IX). On prolonge alors les mesures m,, . et m- . en des mesures boré-
» * ' «

liennes sur fi pour lesquelles le complémentaire de fi . est négligeable,
4(

et on définit les mesures boréliennes positives et G-invariantes sur Q , m-

et m- , en posant :

"̂  = ^ ^j ^ = Z ""G.j •

jeCar(G) J€Car(G)
«

Notons Y- l'ensemble des couples (f,T) avec f élément de fi- et T

de X (f). Alors M. Dufio a défini une fonction Ç sur l'ensemble Y permet-

tant de décrire la formule de Plancherel de G (voir [Du-31 V.5 theorem 40).
«

On définit alors une fonction G-invariante, q , sur Q- , en posant :

q^ (f) = [G(f):Kerj GÎf)]"1 V (dimr)2 Çç(f.T). Vf€ô^ .

^G,;̂

Remarquons que si f appartient à fi- , il existe un caractère ^ de Kerj
•

tel que f soit un élément de or- et» de P1118» l'ensemble des éléments ^

de Kerj" ayant cette propriété est égal à la classe ^(Kerjnexpt) , où

(Kerjnexpt) désigne le sous-groupe du groupe dual Kerj^ constitué des carac-

tères triviaux sur Kerjnexpt. Comme Kerj est un groupe abélien discret dé-

nombrable. (Kerjnexpt) est un groupe compact dont on note d^ la mesure de

Haar de masse totale 1. On définit alors une fonction G-invariante q- sur
«

ô- en posant :
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^-J .^^^ v f€^-
(Kerjnexpt)-

Soit T un élément elliptique de fi. Pour toute valeur propre À de adT

on note Q^ le sous-espace propre correspondant dans Q^ , et on pose

.-.^.
la somme étant étendue aux valeurs propres À de adT telles que iÀ soit

strictement positif ; alors u est une sous-algèbre niipotente de Q^ qui,

de plus, est Q -invariante, si bien que l'on peut définir un polynôme û)— sur
<L> 1

â^ en posant :

u)-W = det adT, VTe^ .
T u c

Dans ces conditions on définit une distribution tempérée G-invariante sur 5,

dont le support est contenu dans la G-orbite de T. et qui ne dépend que de

cette dernière, en posant pour tout élément <p de ^(â) :

d
M- -(y) = (i/2n) ô l^_(H) y(g.H)] „ - dg,

<-y» 1 J -r "T l |rl== l

G/G ' TH€S

où 7t— est un élément de l'algèbre symétrique S(Q ) dont la valeur en un
* »

élément f de Q est le pfaffien de la forme bilinéaire alternée K., . que

ce dernier définit naturellement sur Q/Q , relativement à une forme volume

bien choisie, et d— est la dimension complexe de u (voir le § V). En fait

la distribution M- _ est non nulle seulement s'il existe une sous-algèbre de

Cartan-DufIo de Q contenant T. On note 6- — la transformée de Fourier de

la distribution M- _ .G,i
Lorsque G est un groupe réductif la distribution M- — est, à un fac-

teur entier multiplicatif près, à savoir le nombre d'éléments de la G-orbite

de T contenus dans une sous-algèbre de Cartan fondamentale fixée de Q,

égale à la distribution invariante construite à partir de l'intégrale inva-

riante de Harish-Chandra, comme dans [Du-Ve] par exemple. D'autre part

M. Dufio a défini dans [Du-21, lorsque G est un groupe algébrique complexe,

une telle distribution dont M- „, est encore un multiple entier, le facteur
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multiplicatif étant ici le nombre d'éléments de G.T contenus dans une sous-

algèbre de Cartan-Dufio fixée de fi . La raison pour laquelle il n'est pas

possible de généraliser telle quelle la notion de distribution invariante

introduite par les auteurs précédents, c'est qu'il n'existe pas de notion

naturelle de sous-algèbre de Cartan-DufIo fondamentale, ni même de moyen

naturel d'associer à un élément elliptique T de 3 un élément de Car(G).

Plus précisément, si on note Car (G) le sous-ensemble de Car(G) constitué

des éléments rencontrant G.T, il y a en général dans Car (G) plusieurs élé-

ments dont la partie anisotrope est de dimension maximale, et, si j est un

tel élément . le cardinal de G.Tnj en dépend fortement. De plus les résultats

que nous avons établis au § V montrent que ces éléments de Car (G) jouent

tous le même rôle vis-à-vis de T.

Si 9 est une distribution tempérée sur Q nous noterons î? 9 sa trans-
0

formée de Fourier.

Remarquons que l'écriture de la formule sommatoire de Poisson ayant

servi, pour j appartenant à car(fi), à définir les mesures mjî. et m" ,

aussi bien que la définiton des mesures m- et m- , ou celles des distri-ct G
butions invariantes M- — et de la transformation de Fourier ^ . néces-G.T ô

4(
sitent un choix cohérent de mesures de Lebesgue sur Q et Q , ainsi que sur

certains de leurs sous-quotients. Ces choix sont expliqués dans le § II.

Nous pouvons maintenant énoncer la conjecture suivante qui précise une

conjecture de M. Vergue [Ve-ll.

Conjecture. Soit (G,j,G) un groupe presque algébrique et unimodulaire,

et soit -x, un caractère de Kerj. Al ors

( i ) m et m sont des mesures de Radon tempérées sur Q

( i i ) a) les séries distributions,

(-) ^ ÏG^G.T et ^ W^G.T'

T € E ' / G T€E,./GG G
convergent dans y'(Q) vers des distributions notées respectivement V et

G,x
^G-
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« «
b^ il existe un ouvert de Zariski V de Q tel que l̂ ôç (resp.

» »
Vnô ^ soit de complémentaire m- - (resp. m--<) négligeable dans fiç

» *
(resp. Q~), et que la fonction q- Cresp. q/J soit continue sur l̂ âç

Cresp. Vr\Q-). De plus les mesures q,.. dm et q^dm- induisent des mesures
«

de Radon tempérées sur Q .

c<) on a les formules de Poisson-Plancherel pour le groupe (GJ,G)

^ ( V Î/-(T) M- -) = q- dm,^ E ̂  ̂ /P = W^G,̂

TeE^/G

et celle pour le groupe G,

^( Z ̂  ̂ = v^ •
TeEç/G

En particulier les distributions tempérées V et V sont de type positif.

Cette conjecture a été démontrée, d'abord par M. Vergne, IVe-2], dans le

cas des groupes semi-simples connexes linéaires, puis par P. Dourmashkin.

[Do], dans le cas des groupes connexes de type B , et. enfin, par M. Dufio

et M. Vergne dans le cas semi-simple connexe. De plus M. Dufio a démontré une

forme affaiblie de la conjecture pour un groupe algébrique complexe ; en par-

ticulier il n'a pas démontré la convergence dans y'(ô) des séries (**) (voir

[Du-2]).

Dans ce travail nous démontrons la conjecture lorsque (G,j,G) est un

groupe presque algébrique possédant les propriétés suivantes :

(l) le radical unipotent, N, de G est abélien

(ii) le quotient, G/N, est un groupe semi-simple, noté S

(iii) si n désigne l'algèbre de Lie de N. on suppose que les sous-
«

groupes d'isotropie dans S des éléments de n sont génériquement réduc-
«

tifs, ou. ce qui revient au même (voir le § II), que les S-orbites dans n

sont génériquement fermées.

Le cas que nous considérons ici englobe celui que nous avons traité dans

ITo].


