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SUR LES SCHÉMAS DÉFINISSANT LES COURBES
RATIONNELLES LISSES DE P3 AYANT FIBRE NORMAL

ET FIBRE TANGENT RESTREINT FIXÉS

Luciana RAMELLA

RÉSUMÉ. On confronte les stratifications du schéma de Hilbert des courbes lisses rationnelles
de P3 de degré d par le fibre normal et par le fibre tangent restreint, en étudiant l'intersection des
strates des deux types de stratifications. Le comportement est bizarre, il n'existe pas de symétries
et il est compliqué de trouver des règles générales. Dans ce travail on trouve des paires de strates
ayant intersection vide, des paires de strates ayant intersection non vide mais se coupant d'une
mauvaise façon et enfin une vaste classe de paires de strates se coupant d'une bonne façon. On
note que la strate générale de la stratification par le fibre normal coupe toute strate de l'autre
stratification, mais on trouve qu'on n'a pas l'analogue pour la strate générale de la stratification
par le fibre tangent restreint et on détermine tous les type de scindage possibles du fibre normal
des courbes de cette strate. On note aussi que le fibre normal dépend des droites multisécantes.

ABSTRACT. In this paper we consider thé stratifications of thé Hilbert scheme of smooth
rational curves in P3 of degree d by thé normal bundie and by thé restricted tangent bundie and
we study thé intersection of such two types of stratifications. Thé behaviour of thé stratifications
is rather strange: there are no symmetries and thé search for général ruies is a difficult matter. In
this paper we exhibit some pairs of strata having empty intersection, a few other pairs of strata
having no good intersection and finally a large class of pairs of strata having a good intersection.
We note that thé général stratum of thé stratification by thé normal bundie intersects every stratum
of thé other stratification, but we fmd that there is no analogue for thé général stratum of thé
stratification by thé restricted tangent bundie and we détermine thé type of splitting of thé normal
bundie of curves in this stratum. We aiso note that thé normal bundie dépends on thé multisecant
Unes.
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INTRODUCTION

Objet de ce travail. Nous nous intéressons à l'étude du fibre normal Np et du fibre
-2 o

tangent restreint T ^ des courbes lisses rationnelles C de P . (P désigne l'espace projectif de

dimension 3 sur un corps k algébriquement clos de caractéristique 0).
On considère le schéma de Hilbert Hilb,P des courbes de P de degré d et ayant genre

arithmétique 0. On désigne par H, l'ouvert de Hilb_,P constitué par les courbes lisses. On étudie
o

la stratification du schéma H, par le fibre normal et celle par le fibre tangent restreint.

Maintenant on va rapporter les résultats connus sur les deux stratifications.
3 1 3Une courbe lisse rationnelle C de P est donnée par un plongement f : P —> P ,

si E est un fibre de rang r sur C, le fibre f E image réciproque de E par f est du type

0 i (a^) © ... <B (9 i (a^.), on pose a^ ... > a .̂ et on dit que la suite ('a^.....a^ est le type de

scindage de E.
Si a e Z on note a'1'= max { 0,a ), si (a^,...,a^.) est une suite d'entiers on note

o(al,..,aI.)=I^j(aFaj-l)+.

A l'égard du fibre normal on a

Théorème 1. La strate N(a,P) des courbes C de H, dont le fibre Np(-l) a le type de
U. v^

scindage (a,P), a + P = 2d - 2, est non vide si et seulement si P >. 3 ; dans ce cas elle est

irréductible et de la codimension attendue, i.e. codim N(a,P) = §(a,P).

Ce résultat a été démontré par Eisenbud et Van de Ven dans [EV1] et [EV2], ici ils décrivent

les strates en donnant une caractérisation géométrique des courbes ayant fibre normal donné.
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Ghione et Sacchiero ont étudié eux aussi, dans [fG-gS] et [gS], la stratification des courbes

rationnelles (de genre géométrique 0) de P par le type de scindage du fibre normal ; dans Example

2.5 et Example 2.6 de [fG-gS] ils exhibent, pour tout 2 <: P <: d-1, les équations paramétriques des

courbes rationnelles C de degré d, admettant au plus des nœuds comme singularités, dont le fibre
Nç(-l) a le type de scindage (2d-2-P,P); dans Observation 4-2 de [gS], Sacchiero énonce, sans le

démontrer, que pour P > 3 l'Example 2.6 de [fG-gS] fournit en fait aussi des exemples de courbes

lisses.

Quant au fibre tangent restreint on a

Théorème 2. La strate M(a,b,c) des courbes C de H^ dont le fibre

^pS^lp a le type de scindage (a,b,c), a + b + c = d , est non vide si et seulement si c > 1 ; dans

ce cas M(a,b,c) est irréductible, lisse et de la codimension attendue ô(a,b,c).

Ce résultat a été démontré dans [1R1] en étudiant le fibre tangent restreint des courbes

associations d'une courbe lisse de degré d-1 et d'une droite, dans [1R2] en utilisant les déformations

de fibres sur P et dans [fG-aI-gS] en faisant usage des variétés réglées et du schéma de Hilbert des
idéaux de k[[ L.,t. H. Verdier a décrit dans [V], sans démonstration, la stratification de la variété des

morphismes f : P —> P" de degré d par le type de scindage du fibre f (T ); dans [1R2] on a

considéré les plongements f et on a expliqué la structure schématique des strates.

Dans la thèse de doctorat [1R1] on a cherché à voir si les strates des deux types de

stratifications se coupent et de quelle façon. Sur cette question il était connu seulement le résultat

suivant, qu'on trouve dans [EV1]:

Proposition 3. Le fibre normal des courbes gauches lisses rationnelles de degré d de P

contenues dans une quadrique lisse est de type général.

3
On rappelle qu'une courbe gauche rationnelle C de degré d de P est contenue dans une

quadrique lisse si et seulement si le fibre T.^-1),^ est de type de scindage (d-2,1,1).
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Ce travail contient des résultats obtenus dans la thèse de doctorat [1R1] concernant la

question décrite ci-dessus.

Les résultats. Les deux stratifications se comportent d'une façon bizarre, il n'existe pas de

symétries et il est compliqué de trouver des règles générales. Pour les degrés d < 4 la situation est

très simple, il existe un unique type de scindage aussi bien pour le fibre tangent restreint que pour le

fibre normal. Pour le degré 5 on a une (unique) intersection vide (cf. Proposition 3 ):

M(3,l,l) n N(5,3) = 0 . À partir du degré 6 la situation commence à se compliquer. Dans la

deuxième partie on a cherché à faire une analyse détaillée pour les courbes de degré 6 et 7, mais déjà

pour le degré 7 on a laissé un problème ouvert: l'intersection M(4,2,l) nN(8,4) est-elle vide ?

Le fibre tangent restreint et le fibre normal ne se comportent pas l'un l'autre de façon

symétrique:

(Théorème 1.4.2) Le fibre normal de la courbe générale de toute strate M(a,b,c) est de

type général.

(Corollaire 1.6.4) Si C est une courbe générale de la strate N(a,P) de H^ avec P < -4-

alors le degré maximum des sous-fibres inversibles de T ^(-1) est d - 2? + 2 .

L'intersection des strates assez générales des deux stratifications contient une composante

irréductible de la bonne dimension:

(Théorème 1.4.6) Si c+p > d , les strates M(a,b,c) el N(a,P) de, H^ se coupent le

long d'un sous-schéma avant une composante irréductible de la bonne dimension.

(c'est-à-dire de dimension 4d - 5(a,b,c) - ô(a,P)).
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Mais pour d >. 8, les strates de dimension "petite" de la stratification de H^ par le fibre

normal ne coupent pas les strates de dimension "trop haute" de la stratification par le fibre tangent

restreint:

(Corollaire 1.6.5) Si c ^ P , J M(a,b,c)ei N(a,P) dé H^ ne se coupent pas.

Cela montre aussi qu' il existe des strates se coupant mais telles qu'aucune composante de

l'intersection n'ait la bonne dimension.

On peut décrire les résultats principaux contenus dans la Première Partie (Théorème 1.4.6 et

Corollaire 1.6.5) a l'aide de la figure suivante:

m
î  -_ c > p_ ^ -
c: z :i - /
cr:r.-'
L - - /

m d-m d - l

[x] désigne la partie entière de x.
On rappelle qu'on a 3 ̂  P ̂  d-l et 1 <: c ̂  [ | ] ; pour la strate générale de la stratification

de H, par le fibre normal on a P = d - 1 et pour la strate générale de la stratification de H^ par le

fibre tangent restreint on a c = [ ̂  ] .

Dans la Deuxième Partie on donne des informations sur les zones
A = { ( P , c ) e N 2 / c = [ | ] } , B = { ( P , c ) e N 2 / c = l } , C = { ( P , c ) e N 2 / P = 3 } et

. 3 J j -
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D = {(P,c) e N / c + P ^ d - l } . O n rappelle que les courbes de la zone B sont exactement les

courbes ayant une droite (d-l)-sécante.

Quant à la zone A, on réussit à caractériser les strates N(a,P) coupant la strate générale de la
stratification de H, par le fibre tangent restreint:

(Théorème 2.3.2) La strate N(q,p) de H^ coupe la strate générale de la stratification de

Hj par le fibre tangent restreint si et seulement si on a P > -y- 0x1 désigne la partie entière de x\

On trouve des strates ayant une intersection vide, dans la zone B:

(Proposition 2.4.2) Une courbe rationnelle lisse C de degré d > 6 ayant une droite
(d-n-sécante n'appartient pas à la strate N(2d-5,3)deH^ .

En outre on détermine le type de scindage du fibre tangent restreint des courbes de la zone C:

(Proposition 2.4.3) Si d >. 6. les courbes C de la strate N(2d-5.3) de H, ont le fibre

^pS^Up de type de scindage (d-4,2,2).

Enfin on trouve d'autres strates se coupant d'une bonne façon, dans la zone D:

(Théorème 2.5.6 ) Si p > [2^1] , b^^1] et O^] , alors les strates M(a,b,c)

et N(a,P) de H^ se coupent le long d'un sous-schéma ayant une composante irréductible de la

bonne dimension.

Quant aux courbes de degré 5,6 et 7 on va décrire les résultats obtenus au moyen de graphes.
Le terne (a,b,c) indique le type de scindage du fibre T o(-l) ; le couple (a,P) indique le

type de scindage du fibre Np(-l); la ligne continue ___ entre les sommets (a,b,c) et (a,P)

indique que les strates M(a,b,c) et N(a,(3) se coupent en bonne dimension; la ligne à traits - - - -


