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Résumé
Nous étudions certaines propriétés des matrices de diffusion 2 amas -

k amas pour les problèmes à N corps à longue portée. Nous montrons en
particulier, avec des hypothèses d'analyticité sur les potentiels, que l'on
peut les prolonger méromorphiquement à des énergies complexes, et que
leurs noyaux sont analytiques.

Abstract
We study some analytic properties of thé 2 clusters k clusters Scattering

Matrices for N-Body problems with long-rangé interactions. In particular
we prove, with some hypothesis on thé analyticity of thé potentials, thé
existence of their meromorphic continuations and thé analyticity of their
kernels.
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1. Introduction

Afin d'expliquer les résultats des expériences de diffusion (de collision
atomique par exemple), les physiciens utilisent fréquemment des modèles
faisant intervenir les valeurs de la matrice de diffusion 5(A) à des éner-
gies complexes. Tel est le cas en particulier pour l'interprétation des pics
qu'ils observent sur les spectres d'absorptions, encore appelés résonances,
qui peuvent s'associer assez naturellement aux pôles complexes de S(\)

D'un point de vue mathématique cela ne va pas sans poser quelques
interrogations, étant donné qu'il est loin d'être évident a priori que l'on
puisse définir correctement 5(A) pour des énergies A complexes. Plusieurs
travaux ont tenté de répondre à cette question en montrant pour certains
problèmes que 5'(A) peut se prolonger méromorphiquement à des énergies
complexes, et que de plus ses pôles s'identifient alors à ceux de la résolvante.
(Faisant ainsi le lien avec la définition des résonances plus généralement
utilisée en Mathématiques.) Le cas du problème à deux corps avec des
potentiels à courte portée était en particulier traité assez complètement au
cours des années 1970. (Voir par exemple [Sh-Th], [Bal] et [Ba2])

Pour ce qui est des problèmes à longue portée, la question n'a été résolue
que plus tardivement, en 1985, par Gérard et Martinez [G-M] qui montraient
l'existence d'un prolongement méromorphe et l'identification des pôles de ce
prolongement à ceux de la résolvante, complétant ainsi l'étude du problème
à deux corps.

En revanche en ce qui concerne le problème à N corps les résultats à ce
sujet se limitaient aux potentiels à courte portée et restaient qui plus est
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très partiels. Parmi les plus significatifs on trouve principalement ceux de
Balslev (1980) [Ba3], qui ne traitaient que de la diffusion élastique 2 amas
- 2 amas, sous le seuil d'énergie des décompositions à trois amas, prouvant
dans ce cas l'existence d'un prolongement méromorphe de la matrice de
diffusion, prolongement dont les pôles sont des pôles de la résolvante.

Dans cet article nous traiterons des problèmes à N corps, avec des po-
tentiels à longue portée. Nous montrerons que les matrices de diffusion
2 amas - k amas, ( pour 2 < k <, N), se prolongent méromorphiquement
et que leurs pôles sont aussi des pôles de la résolvante. Nous prouverons en
sus que leurs noyaux sont analytiques par rapport aux variables angulaires
en dehors des plans de collision, et en dehors de la diagonale dans le cas
d'une collision élastique.

Les méthodes que nous utiliserons sont radicalement différentes de celles
de [Ba3], et s'approchent beaucoup plus de celles utilisées pour l'étude du
problème à deux corps dans [G-M]. En particulier nous utiliserons une dé-
finition stationnaire des opérateurs d'onde introduite par Isozaki et Kitada
dans [I-K].

Dans la suite de l'introduction nous précisons tout d'abord les hypothè-
ses, nos notations, et la définition des opérateurs d'onde utilisée. On rap-
pellera brièvement en particulier la construction originale d'Isozaki-Kitada.
Nous y donnerons enfin l'énoncé de nos résultats (Théorèmes 1.9 et 1.10).

La démonstration nécessitera dans un premier temps la formulation d'une
nouvelle construction des opérateurs d'onde, qui tout en redonnant la défini-
tion proposée en introduction, aura de "bonnes" propriétés, indispensables
à la suite du raisonnement.

Utilisant cette construction nous effectuerons alors les démonstrations
de nos résultats.

L'appendice est un bref développement de la théorie des
"boost-distorsions" pour le problème à N corps, qui est un élément im-
portant de la démonstration. Nous l'avons mis à part car ne traitant pas
spécifiquement de la diffusion il peut être utilisé dans un cadre différent.
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1.1 Notations
1.1.1 Notations générales.

Commençons par préciser quelques notations relatives aux opérateurs
linéaires. Pour tout espace de Hilbert "H nous noterons B(7Y) l'ensemble
des opérateurs linéaires bornés de "H dans lui même. Pour tout opérateur T
linéaire fermé sur 7Y, borné ou non, nous définirons cr(T) le spectre de T,
p(T) l'ensemble résolvant de T, (7e(T) le spectre essentiel de T et (7d(T) le
spectre discret de T.

Pour deux opérateurs linéaires A et B nous utiliserons la notation ad^B)
pour le commutateur [A, B] = AB—BA. Si A est auto-adjoint nous noterons
(A)=(1+A 2 ) ^

La théorie des dilatations analytiques nous sera fort utile dans cet article.
Pour 0 G JR assez petit on définit l'opérateur unitaire Ue par :

J LW -. LW
e : 1 f(x) -. ( l+^/2 / (^(l+^))

Pour p. > 0 on définit l'ensemble des vecteurs de L^iR"), fi- analy-
tiquement dilatables, que l'on notera ^(iR")^, comme étant l'ensemble des
vecteurs ^ ç. L^IR") tels que Ue^ se prolonge holomorphiquement dans
une région |jrm(^)| < ji et tels que :

3 G e 2 R | \Im(0)\ < ̂  ̂  HWllLW < C (1.1)

On définit alors la norme ||^||L2(JR")^ par la meilleure constante C que l'on
peut prendre dans l'inégalité ci-dessus.

De même on définit l'ensemble des opérateurs bornés ^- analytiquement
dilatables, que l'on notera B^L^^M1}), comme étant l'ensemble des opé-
rateurs M e ^(L^iR71)) tels que UôMUg~1 se prolonge holomorphiquement
dans une région \Im(0)\ < fi et tels que :

3 C e ] R | \Im(e)\<^^\\UôMUQl\\<,C (1.2)

On définit là aussi la norme ||M||^(L2(JR")) par la meilleure constante C que
l'on peut prendre dans cette inégalité. Il est clair que B^L^iR")) a une
structure d'algèbre.

Nous rappelons la définition des classes de fonctions Gevrey sur la sphère
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unité S : nous dirons qu'une fonction / est Gevrey s sur S si il existe une
constante C telle que pour tout entier k on ait :

11^711 < c^!)5

Dkf étant la différentielle ^'eme de /. Nous écrirons / e G8 (S)

Pour x^ y ç. c71 nous utiliserons la notation régularisante
/ x ) = (1 + |.r|2)5 et nous définirons la fonction cosinus par
cos(x,y) = cos(Re(x),Re{y)).

L'écriture f{x) = 0({x)~°°) signifiera que (.^ll./'^)!! est borné pour
tout p e J N .

Enfin pour une fonction réelle g(t) donnée, nous utiliserons pour simpli-
fier, quand cela ne porte pas à confusion, la notation générique X^W >. ̂ )
qui se définit rigoureusement par :

xW >c)= xo(gW - c)
où ^o es^ une fonction de troncature de classe C°° telle que :

J Xo(a0 = 1 po111' x ^ °
1 Xo(^) = 0 pour x < -6

avec 0 < e « 1.
La notation x(^) ^ ^) se définit de façon tout à fait similaire.

1.1.2 Notations liées au problème à N corps.

Dans l'étude du Hamiltonien à N corps (1.5) nous séparons dans un
premier temps, de façon tout à fait classique, le mouvement du centre de
masse, ce qui nous ramène à 1' étude du Hamiltonien H = -A|^ + V(x)
opérant sur L^ÇX) où X est l'espace :

X={xç,]RnN | ̂ miXi=0}

et A| l'opérateur de Laplace-Beltrami associé à la métrique :

q(x,y)=Y,2rrii(xi.yi) .

Nous appellerons décomposition en k amas, toute partition
(Ai, • • • Afc), de {1, • • • , N}. L'ensemble des décompositions est muni d'une
relation d'ordre définie par : a C b si a est une partition plus fine que b.
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Nous noterons conventionnellement (ij) la partition à 7V - 1 amas dont
un est formé par la paire (i,j). Ainsi la relation (î,j) C a sera vérifiée si et
seulement si les particules % et j appartiennent à un même amas Ak de la
décomposition a.

A chaque décomposition a nous faisons correspondre deux sous espaces
Xa et Xe1 définis par :

Xa = {x ç. X \ Xi = X j si (^j) Ç a }

Xe1 = {x ç X \ ^ miXi = 0}
içAj

Xe1 représente l'espace des variables internes aux amas, alors que Xa repré-
sente l'espace des variables externes, variables décrivant la position relative
des centres de masse de chacun des amas.
Ces deux sous espaces sont orthogonaux pour la métrique q(x^ y)^ et l'on a

x = Xa e Xe1

Nous noterons Sa la sphère unité de Xa.

On pose pour toute décomposition a :

W = E ^) . VW = E VijW et Ha = H - la .
(î'J)^a (îj)Ca

On a :
Ha = 1^ 0 (-A,J + (-A),. + VW) 0 1^

ce que l'on notera plus couramment H a = —A|, + H0^ , IIe1 étant le Hamil-
tonien interne -A|^ + V^-r") opérant sur L^X01).

Nous noterons a01 = oÀ î î 0 ' ' ) et Ta = U a6 U {0} le spectre purement
&Ca,6^a

ponctuel et l'ensemble des seuils du Hamiltonien interne iî".
Les notations (r{H) et T{H), qui sont les valeurs propres et les seuils du

Hamiltonien H^ correspondent à celles définies ci-dessus dans le cas trivial
où a est la décomposition en un amas.

On appelle canal de réaction a = (a, ̂ 7 ̂  Ie1 donnée d'une décom-
position a, et d'un vecteur propre, '0^, de H0^, de valeur propre e^.

Pour un intervalle d' énergie A et un canal de réaction donnés nous
noterons TT^ la projection orthogonale sur le vecteur 0cn et pa l'application
définie par :

. f LW -. L\X)
pa ' [ ^ -^ E^H^®^a


