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B.1. Préliminaires. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
B.2. Structure de G∞-modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

Quelques formules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

Bibliographie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

Index. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
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INTRODUCTION

Ce texte fait partie d’une série d’articles désirant comprendre la théorie d’Iwasawa
des représentations p-adiques géométriques sur une extension finie K de Qp ainsi que
de faire une théorie générale des fonctions L p-adiques associées à une représentation
p-adique géométrique d’un corps de nombres. Dans [19] a d’abord été traité le cas
des représentations p-adiques absolument cristallines (cristallines sur un corps K non
ramifié). Ce travail local a été ensuite utilisé dans [21] dans le cas des représentations
p-adiques géométriques du groupe de Galois absolu GQ de Q qui sont cristallines en p.
Des cas particuliers exploitant ce travail ont été traités dans [20] (cas multiplica-
tif), [22] (cas des courbes elliptiques), [24] (cas du carré symétrique d’une courbe
elliptique).

Dans [6], Colmez a montré la loi de réciprocité conjecturée dans [19], ce qui est
fondamental, car une partie des résultats des articles cités reposait sur cette loi. De
plus, il étend en partie la théorie faite dans le cas des représentations p-adiques de
de Rham. Cependant, ce travail me semblait inachevé et peu exploitable (par moi en
tout cas) tel quel.

Dans le texte qui suit, nous construisons, dans le cas des représentations p-adiques
semi-stables d’une extension finie non ramifiée de Qp, l’exponentielle et le logarithme
« élargis » en théorie d’Iwasawa. Nous démontrons, pour les représentations semi-
stables, la conjecture énoncée dans [26] relative au rang des normes universelles. Du
travail de Colmez, nous utilisons la loi de réciprocité.

Expliquons la manière de procéder en prenant K = Qp :
1) Soit H l’algèbre des fonctions (strictement) analytiques sur le disque

{x ∈ Cp, |x| < 1} vérifiant une condition de croissance logarithmique lorsque |x| → 1.
Soit B l’algèbre des fonctions (strictement) analytiques sur une couronne du type
{x ∈ Cp, η ! |x| < 1} et vérifiant là encore une condition de croissance logarith-
mique lorsque |x| → 1. Choisissons un(e branche du) logarithme log x, c’est-à-dire
une fonction localement analytique sur Cp − {0} vérifiant l’équation fonctionnelle



2 INTRODUCTION

log xy = log x + log y et dont la dérivée en 1 soit 1. L’algèbre B[logx] des poly-
nômes en log x à coefficients dans B peut être munie d’une action du groupe de
Galois G∞ = Gal(Qp(µp∞)/Qp), d’un opérateur ϕ (opérateur de Frobenius) et d’un
opérateur N (opérateur de monodromie) commutant à l’action de G∞ et vérifiant
Nϕ = pϕN et d’une dérivation D prolongeant les actions usuelles sur B, commutant
avec N et telle que Dϕ = pϕD et Dτ = χ(τ)τD pour τ ∈ G∞ et χ le caractère
cyclotomique donnant l’action de G∞ sur les racines de l’unité d’ordre une puissance
de p. Enfin ϕ admet un inverse à gauche ψ. Ainsi, pour f ∈ B[log x]

ϕ ◦ ψ(f) = p−1
∑

ζ∈µp

f(ζ(1 + x)− 1)

où µp est le groupe des racines p-ièmes de l’unité. Soit Γ = Gal(Qp(µp∞)/Qp(µp))
et ∆ = Gal(Qp(µp)/Qp). Définissons

B(G∞) = Zp[∆]⊗ B(Γ), H(G∞) = Zp[∆]⊗H(Γ)

avec B(Γ) (resp. H(Γ)) l’image de B (resp. de H) par l’application x &→ γ−1 où γ est
un générateur topologique de Γ. Les anneaux B et H, B(Γ) et H(Γ) sont intègres. On
utilise la notion suivante de rang d’un module : le rang d’un module M sur un anneau
intègre A est la dimension de K ⊗A M sur K pour K le corps de fractions de A.
Un H(G∞)-module M est dit de torsion s’il est de torsion en tant que H(Γ)-module,
on dit qu’il est de rang r si ses composantes sous l’action de ∆ sont toutes de rang r
sur H(Γ).

En utilisant un résultat de Cherbonnier et Colmez [3], on démontre que B[log x]ψ=0

est muni d’une structure naturelle de B(G∞)-module libre et admet comme base les
(1 + x)p−iϕ logi x pour i entier " 0.

2) Soit D un (ϕ, N)-module de dimension finie sur Qp, c’est-à-dire un Qp-espace
vectoriel de dimension finie muni d’un opérateur bijectif ϕ (Frobenius) et d’un opéra-
teur N (monodromie) vérifiant la relation Nϕ = pϕN . Soit

Dgros
∞ (D) = (B[log x]ψ=0 ⊗D)N=0

C’est un B(G∞)-module de rang dimQp D : il existe une Qp-application linéaire natu-
relle de D dans Dgros

∞ (D) donnée par

d &−→ dµ = (1 + x) exp(−p−1ϕ log x · N)d

et Dgros
∞ (D) ∼= B(G∞)Dµ.

Pour ∗ ∈ {e, f, g}, nous définissons des sous-modules D∞,∗(D) de Dgros
∞ (D) sur

H(G∞) de rang dimQp D. Par exemple, si le noyau de ϕ− pj sur D est nul pour tout
entier j, les D∞,∗(D) sont tous égaux au sous-module des éléments de Dgros

∞ (D) qui
appartiennent à l’image de (B[log x]⊗D)N=0 par 1− Φ, c’est-à-dire à

(1− Φ)(B[log x]⊗D)ψ=1⊗ϕ,N=0

(ici, Φ = ϕ⊗ ϕ et N = 1⊗N + N ⊗ 1).
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INTRODUCTION 3

Les lettres e, f et g ont bien sûr un rapport avec les e, f et g apparaissant dans
les définitions de Bloch et Kato [2] concernant certains sous-groupes de cohomologie
galoisienne.

Théorème A. — Les H(G∞)-modules D∞,∗(D) sont de type fini, sans torsion et de
rang égal à dimQp D. De plus, ils admettent une résolution de longueur finie par des
modules projectifs de type fini.

On peut définir le déterminant de tels H(G∞)-modules ([16], dans la catégorie
dérivée des H(G∞)-modules, ils sont représentés par un complexe parfait). Nous ne
considérerons ici que les déterminants au signe près. Nous examinons aussi les relations
entre les modules D∞,∗(D). Soit U(D) = ⊕i∈ZD[i](i) où D[i](i) est l’espace vectoriel D
muni de l’opérateur de monodromie de D, de l’opérateur de Frobenius donné par piϕ
et de l’action de Galois donnée par le caractère χi. On a des suites exactes naturelles
de G∞-modules

0 −→ D∞,e(D) −→ D∞,f (D) −→ U(D)N=0/(1− Φ)U(D)N=0 −→ 0 ,

0 −→ D∞,f (D) −→ D∞,g(D) −→ (U(D)/NU(D))Φ=p−1
−→ 0 ,

0 −→ D∞,e(D) −→ D∞,g(D) −→ C∞(D) −→ 0

où C∞(D) est le premier groupe de cohomologie du complexe

U(D) −→ U(D)× U(D) −→ U(D)
u &−→ (Nu, (1− Φ)u)

(u, v) &−→ Nv − (1− pΦ)u .

Enfin, si l’on pose





D1
∞,g(D) = D∞,g(D)

D2
∞,g(D) = U(D)/(N, 1 − pΦ)U(D)

Di
∞,g(D) = 0 pour i += 1, 2,

et si 0→ D1 → D2 → D3 → 0 est une suite exacte de (ϕ, N)-modules, on définit une
application de connexion D1

∞,g(D3)→ D2
∞,g(D1) et on a une suite exacte longue

. . . −→ Di
∞,g(D1) −→ Di

∞,g(D2) −→ Di
∞,g(D3) −→ . . .

3) Soit V une représentation p-adique semi-stable du groupe de Galois absolu GQp

de Qp. Il lui est associé par la théorie de Fontaine un (ϕ, N)-module filtré Dp(V ) et
donc un H(G∞)-module D∞,g(Dp(V )). Définissons le module d’Iwasawa Z1

∞(Qp, T )
associé à V et à Qp(µp∞)/Qp comme la limite projective des groupes de cohomologie
galoisienne H1(Qp(µpn), T ) pour T réseau de V stable par GQp . C’est un Zp[[G∞]]-
module de type fini de rang dimV dont le sous-module de torsion est isomorphe
à T GK∞ . Définissons de même Z2

∞(Qp, T ) comme la limite projective des groupes de
cohomologie H2(Qp(µpn), T ). Par les théorèmes de dualité de Tate, Z2

∞(Qp, T ) est
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4 INTRODUCTION

isomorphe à T ∗(1)GK∞ à un groupe fini près (voir par exemple [19, 3.2.1]). On note
Z̃1
∞(Qp, T ) = Z1

∞(Qp, T )/T GK∞ .
Le théorème suivant assure l’existence d’une application exponentielle en théorie

d’Iwasawa.

Théorème B.1. — Soit h un entier " 1 tel que Fil−h Dp(V ) = Dp(V ). Il existe un
homomorphisme naturel injectif de H(G∞)-modules

ΩV,h : D∞,g(Dp(V )) −→ H(G∞)⊗Zp[[G∞]] Z̃1
∞(Qp, T ) .

Le théorème est bien sûr incomplet. L’application ΩV,h est caractérisée par une
foule de valeurs spéciales reliées aux exponentielles de Bloch-Kato et à leur appli-
cation duale pour V ou son dual de Tate V ∗(1) = HomQp(V, Qp(1)) et ses tordues
V (j) = V ⊗Qp(j) (voir 5.3.5).

Posons

(j =
log γ

logχ(γ)
− j

où γ est un élément d’ordre infini de G∞. Notons δh(ΩV ) le sous-H(G∞)-module de
rang 1 de l’anneau total des fractions Frac(H(G∞)) de H(G∞), qui est le déterminant
de ΩV,h sur

⊗i∈{1,2}
(
detDi

∞,g(Dp(V ))
)(−1)i

⊗Zp[[G∞]] ⊗i∈{1,2}
(
detZp[[G∞]]Z

i
∞(Qp, T )

)(−1)i+1

et δst(V ) =
∏

j>−h (
−dimQp Filj Dp(V )
−j δh(ΩV ) (voir [19, 3.1.5], si M est un H(G∞)-

module de torsion de type fini, on utilise l’application canonique

detM −→ Frac(H(G∞)) ;

en fait tous les modules de torsion de type fini qui interviennent dans ce texte sont
des Qp ⊗ Zp[[G∞]]-modules (ou Zp[[G∞]]-modules) de type fini annulés par un élé-
ment non diviseur de 0 de Zp[[G∞]] et on a detM = H(G∞)detQp⊗Zp[[G∞]]M (ou
det Qp ⊗M = H(G∞)detZp[[G∞]]M).

Théorème B.2
1) δst(V ) = H(G∞).
2) Soient h et h∗ " 1 tels que Fil−h Dp(V ) = Dp(V ), Fil−h∗

Dp(V ∗(1)) = Dp(V ∗(1)).
Si x ∈ Z1

∞(Qp, V ),
∏

−h<j<h∗ (−jx appartient à l’image de D∞,f (Dp(V )) par ΩV,h.

Ainsi, l’application logarithme LV,h inverse de ΩV,h est un homomorphisme de
Zp[[G∞]]-modules

LV,h : Z1
∞(Qp, V ) −→ ξ−1

h,h∗D∞,f (Dp(V )) ⊂ ξ−1
h,h∗Dgros

∞ (Dp(V ))

en posant ξh,h∗ =
∏

−h<j<h∗ (−j.

4) On démontre avec ces outils le théorème suivant :
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